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Introduction

La premiere loi de Kepler stipule que les planetes du systeme solaire décrivent des trajec-
toires elliptiques dont le Soleil occupe un des foyers. Dans le cadre du cours de quatrieme
année, nous allons démontrer cette loi mais, pour cela, il nous faut savoir précisément ce
qu’est une ellipse (une partie de cette démonstration est faite dans le dernier exercice du
script, le 41).

Dans ce but, nous commencerons par montrer que l'ellipse est un cas particulier des
courbes du plan appelées les coniques. Nous étudierons ensuite les différentes coniques non-
dégénérées (ellipses, hyperboles et paraboles) et verrons diverses applications en ingénierie
(en particulier dans le cadre des exercices). Finalement, nous montrerons que toutes les
courbes du plan définies par équation cartésienne du second degré sont des coniques.

Pour tous les calculs de géométrie analytique de ce document, nous travaillerons

avec un repere orthonormé du plan.




1 Généralités

Soit a et g deux droites de I'espace qui se coupe avec un angle aigu o < 90° en un point
S. Notons « la surface engendrée par la rotation de g autour de a (voir la figure 1).

FIGURE 1 — construction d’une conique

1.1 Définitions
La surface k est un cone de révolution, la droite g est une génératrice de
K, la droite a son axe, le point S son sommet et l’angle aigu entre a et g son

demi-angle d’ouverture.

Soit m un plan. Si ™ et a sont sécants, nous notons I’angle entre a et m, sinon, nous
) ) )
posons ﬁ =0.

1.2 Définition (Apollonius, ITI° s. av. J.-C.)

L’intersection entre un cone de révolution et un plan est une conique.

Il peut se produire plusieurs cas particuliers qui ont déja été étudiés dans de précédents
cours de mathématiques :

(a) Si S € m, nous obtenons soit :
(i) un point si g > a,
(ii) une droite si 5 = a,
(iii) deux droites sécantes si § < a.

(b) Si S & 7 et si 8 =90° nous obtenons un cercle.
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Les coniques

Dans les cas précédents, nous parlons de coniques dégénérées sinon nous sommes dans
une des situations suivantes :

1.3 Définitions
Si intersection du plan m et du cone de révolution k n’est pas une conique
dégénérée, il s’agit (voir figure 2 ) :

(a) d'une ellipse si > «,

(b) d’une parabole si [ = «,

(¢) d’une hypberbole si f < a.

FIGURE 2 — coniques non dégénérées (source : [2])

Pour toute la suite de ce script, nous nous intéresserons au cas ou la conique obtenue
n’est pas dégénérée et 1'utilisation du terme < conique > sous-entendra < conique non-

dégénérée >. Ainsi, pour toute conique, nous pourrons construire une sphere tangente
et 7 :

1.4 Définitions
Une sphére de Dandelin est une sphére qui centré sur l'axe du cone de

révolution et qui est tangente intérieure au cone de révolution k et tangente

au plan 7.

A Taide d’une sphere de Dandelin o, nous pouvons construire les éléments suivants (voir
figure 3 ) :

le point de tangence F' entre 7 et o,

le cercle c=kNo,

le plan 7y contenant c.

la droite d = m N 7,

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)



1. Généralités 5

FIGURE 3 — sphere de Dandelin o, directrice d, foyer F', axe
focal f et sommets A, A" d’'une conique 7™ Nk

e la droite f C 7 perpendiculaire a d passant par F,

e les intersections A, A’ de f avec la conique (dans le cas d'une parabole, il y a une
seule intersection).

1.5 Définitions

(a) Le point F' est un foyer de la conique.

(b) La droite d est sa directrice par rapport au foyer F.

)
)
(¢) La droite f est son axe focal.
(d) Le(les) point(s) A (et A’) est(sont) son(ses) sommet(s).

1.6 Remarque

Dans le cas d’'une parabole, il existe une unique sphere de Dandelin et donc un unique
foyer et une unique directrice. Sinon il y a toujours deux spheres de Dandelin et il y a
alors deux foyers distincts ayant chacun une directrice. Dans ce cas, le milieu du segment
reliant les foyers s’appelle le centre de la conique et nous parlons de conique centrée

Nous avons alors le résultat suivant :

1.7 Théoréme

Pour tout point P de la conique, nous avons’

PF cos(f3)

5(P,d)  cos(a)

Ce rapport est I’excentricité de la conique.

1. Pour deux objets 01,02 du plan ou de l'espace, la distance entre o1 et 0z, notée §(01;02), est la
longueur du plus court chemin reliant un point de o, avec un point de os.

22.10.2022 (21:54) L. Karth Robadey



6 Les coniques

DEMONSTRATION

Soit P un point de la conique, P; sa projection orthogonale sur d (voir la figure 4), P’
sa projection orthogonale sur my (rappelons que si 7w est strictement parallele a I'axe a de
la conique nous avons posé [ = 0°; dans ce cas P’ = Py) et Q I'intersection de ¢ avec
la génératrice de x contenant P. Comme les droites PF' et P(Q) sont tangentes a o et en

FIGURE 4 — calcul de I'excentricité d’une conique

travaillant dans le triangle rectangle PP’() dont ’angle @ vaut a, nous avons

PP

cos(a)

PF = PQ = (1)
D’autre part, si § # 0 (dans ce cas m n’est pas orthogonal a ) alors P; # P’ et nous

pouvons travailler dans le triangle rectangle PP’ P; dont I’angle @ vaut . Nous avons
alors

PP
0(P;d) = PPy = ——. 2
( ) ) d COS(/B) ( )
Cette équation est aussi valable si 5 = 0° (dans ce cas 7 est orthogonal a m) car dans ce
cas P =Py et PP, = PTPI = coPs](Dgl)' Les équations (1) et (2) nous donnent alors
PP’

PF cos(a) COS(B)

§(P,d) Cfsfﬁl) cos(a)’

O

1.8 Remarque

Dans le cas ot I'angle  tend vers 90°, la conique < s’approche > d’un cercle et I'excentricité
tend vers 0. Donc, plus I'excentricité est proche de 0, plus la conique est proche d’un cercle :
ceci justifie la terminologie utilisée.
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1. Généralités 7

1.9 Corollaire
(a) L’excentricité d’une ellipse se trouve dans l'intervalle ]0; 1.

(b) L’excentricité d’une parabole vaut 1.

(¢) L’excentricité d’une hyperbole se trouve dans l'intervalle ]1; 0o].

DEMONSTRATION
Ce résultat une conséquence de la définition 1.3, du théoreme 1.7 et la décroissance stricte
de la fonction cosinus sur l'intervalle [0; Z]. O

)

Compte tenu du théoreme 1.7, nous pouvons adopter la nouvelle définition suivante (il
est possible de montrer que celle-ci est équivalente a la définition 1.2) :

1.10 Définitions
Soit d C R? une droite, F € R* \ d et e > 0. Une conique (non dégénérée) est
Iensemble des points P € R? tels que

PF
6(P;d)

F est un foyer de la conique, d la directrice associée a F' et e 'excentricité de la
conique.
Une ellipse une conique d’excentricité strictement inférieure a 1, une para-

bole est une conique d’excentricité égale a 1 et une hyperbole est une conique

d’excentricité strictement supérieure a 1.

1.11 Remarque

La relation entre la définition d’une conique par lexcentricité (définition 1.10) et la
définition comme section d’un cone de révolution (définition 1.3) est I’ceuvre de Dandelin
et Lebesgue (XVIII® siecle).
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2 Ellipses

Le théoreme suivant nous donnera une méthode pour dessiner les ellipses et nous permet-
tra de trouver la forme d’une équation cartésienne d’une ellipse ainsi qu'une représentation
paramétrique :

2.1 Théoreme
Soit P un point d’un plan m intersectant un cone de révolution et définissant une el-

lipse? k de foyers F et F' dont la distance entre les sommets vaut 2a. Nous avons alors
I’équivalence suivante :

P ek« PF+ PF' = 2a.

De plus, si P est interne a l’ellipse alors PF + PF' < 2a et si P est externe a ellipse
alors PF + PF' > 2a.

FIGURE 5 — spheres de Dandelin o, ¢’ d’une ellipse et calcul
des la somme des distances aux foyers d’un point P de celle-ci

DEMONSTRATION

Soit p € k. Nous commencons par montrer que la somme PF + PF’ est constante.
Pour cela, nous considérons la génératrice g du cone qui passe par P (voir la figure
5). Nous notons @ le point de tangence de g avec la spheére de Dandelin o relative a
F et Q' le point de tangence de g avec la sphére de Dandelin ¢’ relative a F’. Comme

2. La lettre < e > n’a pas été choisie pour éviter la confusion avec I’excentricité. Le choix s’est porté
sur la lettre < k » car conique se dit Kegelschnitt en allemand.



2. Ellipses 9

les droites (PF') et (PQ) sont tangentes a la sphere ¢ nous avons PF = P(Q. Pour
la méme raison, nous avons PF’ = P(Q)’. 1l s’en suit que

PF + PF = PQ+ PQ' = QQ =6(c,d),

ou ¢ et ¢ sont les cercles de contact entre les spheres de Dandelin et le cone de
révolution.

Nous avons montré que la somme PF + PF' était constante pour tous les points
de Tellipse. Calculons maintenant la valeur de cette constante. Pour cela, posons
PF + PF' = L et notons A et A’ les sommets de l'ellipse. L’ensemble des points du
plan 7 satisfaisant 1’égalité PF + PF’' = L est symétrique par rapport a I'axe de
symétrie entre I’ et F’ et donc AF = A'F’'. Comme A, A’, F et I’ sont alignés,
nous avons donc L = A'F + A'F' = A'F + AF = AA" = 2a.

Nous allons démontrer la contraposée de cette implication, c¢’est-a-dire que si P n’est
pas sur lellipse k alors PF + PF’ # 2a. Nous considérons donc un point P ¢ k
ainsi que n, la normale a I'axe focal passant par ce point.

Nous commengons par traiter le cas ot P est interne a Uellipse (voir figure 6). Nous

2a

FIGURE 6 — si P est interne a ellipse alors PF + PF' < 2a

définissons le point Pennk qui est dans le demi-plan défini par I’axe focal et
contenant P. Par le théoreme de Pythagore, nous avons PF < PF et PF' < PF'
et donc

PF + PF' < PF + PF' = 2a.

Dans le cas ou P est externe a l'ellipse, deux cas peuvent se produire :

(1) SinNk # 0 (voir figure 7), comme dans la situation précédente (P interne &
Dellipse), nous définissons le point Pennk qui est dans le demi-plan défini
par ’axe focal et contenant P. Par le théoreme de Pythagore, nous avons cette
fois PF > PF et PF' > PF' et donc

PF + PF' > PF + PF = 2a.

(2) SinNk # @ (voir figure 8), nous définissons P comme Dintersection de n
avec l’axe focal et S comme le sommet de 1'ellipse le plus proche de P. Par le
théoreme de Pythagore, nous avons PF > PF et PF' > PF’ (les inégalités ne
sont pas strictes car P et P peuvent étre confondus) et donc

PF + PF' > PF + PF' > SF + SF' = 2a.

22.10.2022 (21:54) L. Karth Robadey



10 Les coniques

2a
FIGURE 7 — si P est externe a l'ellipse alors PF + PF' > 2a

P

2a

FIGURE 8 — P est externe a l'ellipse, second cas

Par conséquent, si P & k alors PF + PF' # 2a.
O

Soit ¢ > 0. Considérons les points F'(c;0) et F’'(—c;0) placés dans un repere orthonormé.
En attachant une ficelle de longueur L > 2¢ aux points I’ et F”, nous pouvons dessiner une
ellipse de foyer F' et F’ (voir figure 9). Notons alors a 'abscisse du point d’intersection de
'ellipse avec la partie positive de I’axe des abscisse et b I'ordonnée du point d’intersection
de ellipse avec la partie positive de I’axe des ordonnées. Nous définissons alors les points
A(a;0), A'(—a;0), B(0;b) et B'(0; —b). Les segments AA" et BB’ sont les axes de ellipse.
En appliquant le théoreme de Pythagore dans le triangle OF B, O étant 'origine, nous
obtenons la propriété suivante :

2.2 Propriété
Soit a > ¢ > 0. Une ellipse de distance focale 2c, c’est-a-dire dont la distance entre les
foyers vaut 2c, et dont l’axe contenant les foyers mesure 2a a un deuzriéme axe mesurant

2b = 2v/a? — 2.

Cette égalité implique le résultat suivant :

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)



2. Ellipses

11

F(&0) [A(a;0)

B’(0;-b)

FIGURE 9 — dessin d’une ellipse avec une ficelle de longueur
2a

2.3 Corollaire
Le grand aze d’une ellipse est toujours ’axe passant par les foyers.

DEMONSTRATION
Par la propriété 2.2, une ellipse de distance focale 2¢ et dont I'axe contenant les foyers
mesure 2a a un deuxieme axe mesurant 2b = 2v/a? — ¢ < 2v/a? 4+ 0 = 2a. O

A partir du théoreme 2.1, nous pouvons mettre en relation les propriétés géométriques et
analytiques d’une ellipse :

Soit a

2.4 Théoréme

b= +va? — c2 alors les énoncés suivants sont équivalents :

(1) P appartient a Uellipse de foyers F et F' dont le grand aze mesure 2a et
le petit axe 2b.

(2) PF+ PF' =2a
oy

(4) Il eziste un angle 0 € R tel que {

Nous appellerons [’équation cartésienne donnée en (3) l’équation canonique
de Uellipse et les équations données en (4) des équations paramétriques de
celle-ci.

>c >0 et P(z;y) un point du plan. Si nous posons F(c;0), F'(—c;0) et

2 2

x = acos(f),
y = bsin(h).

DEMONSTRATION

(1)=(2)

(2)=(@1)

(2)=(3)

Il s’agit du théoreme 2.1.
Il s’agit du théoreme 2.1 et de la propriété 2.2.

Soit P(z;y) un point du plan tel que PF + PF’ = 2a. Cette équation implique

les équations suivantes (comme il y a plusieurs élévations au carré des membres de

22.10.2022 (21:54) L. Karth Robadey



12 Les coniques

gauche et droite ce ne sont, a priori, pas des équations équivalentes) :

(O
(Vie—2)2+ (—y)2)2 = (20— (=c—22+ (_y)2)2
far/(—c— ) + (—y)? = Ad® +dex

M

’:2a

(CL2 o 02)332 +a2y2 — CL2(CL2 . 62)
=p2 =p2
72 y2
2 =1

22

(3)=(4)| Soit P(x;y) satisfaisant I"équation 5 + ZI’)’—; = 1. En faisant le changement de
variables x = az, y = by nous obtenons

P24+ =1.

(Z;9) se trouve donc sur un cercle de rayon 1 centré a 'origine. Il existe donc un
angle 6 tel que (#;§) = (cos(f);sin(6)). Nous avons alors

r = aZ = acos(f),
y = by = bsin(0).

(4)=(2) | Voir l'exercice 4.

[l

2.5 Remarques
(a) Pour @ > 0,c =0 et un point P(z;y), le théoreme 2.4 correspond aux équivalences

suivantes :
(1) P appartient au cercle de centre O(0;0) et de rayon a.
(2) OP=a

(3) 2%+ y* = d?

(4) Tl existe un angle 6 € R tel que { z : Z ;2?((5)%

(b) Pour b > a > 0, 'ensembles des points du plan satisfaisant 1’équation 2—; + z—j =1
est une ellipse d’axe focal vertical. Ses demi-axes mesurent a et b et ses foyers se
trouvent en (0; £v/b% — a?).

(c) Soit a,b € R% et (xo;y9) € R% L’équation canonique de 'ellipse centrée en (xo; o),
d’axe horizontal mesurant 2a et d’axe vertical mesurant 2b est

(z — 170)2 i (y — y0)2

a? b2 =1
Des équations paramétriques de cette ellipse sont
r = x¢ + acos()
. T e
{0 vt

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)



2. Ellipses 13

(d) Les équations paramétriques d’une ellipse donnent une méthode de construction
d’une ellipse avec équerre et compas (voir I'exercice 5).

2.6 Exemple
Montrer que 1’équation
162% + 9y? + 64z — 18y — 71 =0
est I’équation d’une ellipse puis déterminer les coordonnées des extrémités des axes et des
foyers de celle-ci.

Il faut commencer par mettre cette équation sous sa forme canonique. Pour cela, nous
complétons les carrés et nous obtenons les équations suivantes qui sont équivalentes a
I’équation initiale :

16(z + 42 +4)+9(y* —2y+ 1) = 71+ 16-4 + 9:1
2

16(z+2)2+9(y —1)* = 144
W(x+2)2+91(y—1)2 _
144, 1446
(r—=(=2)*  (y—-1?*
9 T 16 =1
3 3
B
F
4 4
n
4 c

FIGURE 10 — calcul des coordonnées des sommets des axes et
des foyers de l'ellipse de 'exemple 2.6

Nous avons donc une ellipse centrée en Z(—2;1), dont le demi petit axe mesure a = 3, le
demi grand axe b = 4 et la demi-distance focale ¢ = /42 — 32 = /7 (voir la figure 10).
Les coordonnées des extrémités des axes et des foyers sont donc

A(=2+31) = (1;1), A(=2-3;1) = (=5:1),
B(=2;1+4+4) =(-2;5), B'(-2;1—4) =(-2;-3),
F(=21+¢)=(=2;1+VT) et F'(=2;1—c¢) = (=2;1 /7).

(_
(_

Les ellipses ont une propriété de réflexion intéressante :

22.10.2022 (21:54) L. Karth Robadey



14 Les coniques

2.7 Propriété
Soit P un point d’une ellipse de foyer F' et F' et soit t la tangente a cette ellipse

en P. La normale a t passant par P est la bissectrice de l’angle FPF (voir la
figure 11).

Cette propriété a pour conséquence que toute onde émise depuis un foyer d’une ellipse
se réfléchit contre celle-ci en direction de I'autre foyer. Cette propriété aurait été utilisée
pour la construction de confessionnaux a plafond ellipsoidal pour des malades contagieux :
le prétre pouvait tres bien entendre la malade sans s’en approcher si chacun se trouvait a
un des foyers (voir exercice 12). Cette propriété est aussi utilisée en médecine pour briser
des calculs rénaux (voir 'exercice 46) et pour la construction d’instruments optiques (par
exemple lanternes de projecteurs de films analogiques).

FIGURE 11 — propriété de réflexion des ellipses

Pour démontrer la propriété 2.7, nous avons besoin du théoreme suivant :

2.8 Théoréme (de Héron, I" s. ap. J.-C.)
Soit d une droite du plan et P,Q ¢ d des points distinct situés dans un des demi-plans
définis par d. Pour tout point M € d nous avons l’équivalence suivante :

PM + MQ est minimale <= Z((PM);d) = Z((MQ);d)

DEMONSTRATION
Soit P’ le symétrique de P par rapport a d (voir la figure 12). Par symétrie, nous avons

0

FIGURE 12 — preuve du théoreme de Héron

PM = P'M donc PM + MQ est minimale si et seulement si P'M + M() est minimale.
Or PPM + M@= est minimale si et seulement si P', M et @) sont alignés. Ceci est

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)



2. Ellipses 15

le cas si et seulement si 4((P’M);d) = A((MQ);d). Mais, par symétrie, nous avons
L((P’M); d) = 4((PM); d), ce qui termine la preuve.
O

DEMONSTRATION (DE LA PROPRIETE 2.7)

Soit P un point de l'ellipse, ¢t la tangente a l'ellipse en P et n la normale a ¢ passant
par P. Tout point T" € t \ {P} est externe a ellipse et par le théoréme 2.1 nous avons
TF +TF' > 2a. Comme P appartient a l'ellipse 2a = PF + PF’ et donc

TF +TF' > PF + PF'.

I1 suit alors du théoréme de Héron que L((PF);t) = 4((PF’);t) et donc que n est la
bissectrice de I'angle FPF 0

22.10.2022 (21:54) L. Karth Robadey



3 Hyperboles

En reprenant les raisonnements fait sur les ellipses nous obtenons le résultat suivant :

3.1 Théoreme
Soit ¢ > a > 0 et P(x;y) un point du plan. Si nous posons F(c;0), F'(—c;0)
alors les énoncés suivants sont équivalents :

(1) P appartient a une hyperbole de foyers F' et F' dont la distance entre les
sommets mesure 2a.
(2) |PF — PF'| = 2a

2 2

z )
(3) ﬁ_b?:1 avec b =+/c? — a?

Nous appellerons [’équation cartésienne donnée en (3) l’équation canonique
de l’hyperbole. Le segment reliant les sommets de [’hyperbole est son axe trans-
verse.

DEMONSTRATION

(1)=(2)

(2)=(1)

Voir Dexercice 13.

Nous allons démontrer la contraposée de cette implication, c¢’est-a-dire que si

P n’est pas sur 'hyperbole de foyer F, F’ dont la distance entre les sommets mesure
2a alors |PF — PF'| # 2a.

Soit P un point du plan. On peut montrer (voir 'exercice 14) que si P est sur 'axe
focal alors
< 2a si P est entre les sommets,
|PF — PF'|{ =2a si P est sur un sommet,
> 2a sinon,

ce qui démontre la contraposée dans ce cas particulier.

Si P n’est pas sur ’axe focal, nous construisons n, la normale a I'axe focal passant
par P, et pour h > 0, nous construisons le point ), € n qui si trouve a une distance
h de I'axe focal, qui est dans le demi-plan défini par celui-ci et contenant P (voir la
figure 13). A l'aide du calcul différentiel, il est possible de montrer que la fonction

vd

P

9, Ih

F’ F »
\
2a
/ 2c n\

FIGURE 13 — valeur de |PF — PF’| en fonction de sa position

16



3. Hyperboles 17

f(h) = |QnLF — QunF'|,h > 0, est strictement décroissante .

Si n n’intersecte pas ’hyperbole alors n passe entre les sommets de I’hyperbole et
nous avons montré que f(0) < 2a, la décroissance de f implique que |PF — PF'| <
2a.

Si n intersecte 'hyperbole, nous notons P Dintersection de n avec I’hyperbole. Par
conséquent, il suit de la décroissance de f que

< 2a si P est entre 'axe focal et 13,
|PF — PF'|{ =2a si P= P (démontrée dans la partie < (1)=(2) »),
> 2a sinon.

(2)<(3) | Voir 'exercice 15.

O
3.2 Propriété ,
Soit a,b € RY . L’hyperbole d’équation z—z — ¥ = 1 possede deux asymptotes (voir
la figure 14)dont les équation sont
b
y==+—-x.
a
F1GURE 14 — hyperbole d’équation i—z — Z—j
DEMONSTRATION
Voir l'exercice 16. 0

3.3 Remarques
(a) —ﬁ—z + 7;—; = 1 est ’équation d’une hyperbole dont les sommets ont pour coordonnées
(0; £b), les foyers (0; £v/a? + b?) (I’axe transverse est donc vertical et mesure 2b) et
dont les asymptotes ont pour équations y = j:gx.

3. Sans restriction de la généralité, nous pouvons supposer que ’abscisse de P est positive. Nous
avons donc |QpF — QrF'| = QpF' — Q1 F et les coordonnées de Qp, sont (zq, h) avec xo > 0. Nous avons
h

alors f(h) = \/(zo + ¢)2 + h% — \/(wo — ¢)2 + h? et la dérivée f'(h) = 7 +h)2+h2 Y e est

strictement négative pour h > 0 car \/(zo + ¢)? + h? > /(zg — ¢)? + h? avec g, ¢ > 0.
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(b) Si le centre de I’hyperbole se trouve en (xo; 7o) alors son équation canonique est de
la forme ) )
(o o)
a b2

avec a,b € RY et ses asymptotes ont pour équations y — yp = £ b (x — ).

a

Les hyperboles ont aussi une propriété de réflexion intéressante :

3.4 Propriété
Soit P un point d’une hyperbole foyer F, F'. La tangente t a cette hyperbole en

P est la bissectrice de l'angle FPF (voir le figure 15).

Sans preuve.

FIGURE 15 — propriété de réflexion d’un hyperbole

Cette propriété a pour conséquence que la trajectoire d'unee onde émise depuis un foyer
d’une hyperbole se réfléchit contre celle-ci puis forme une demi-droite dont le prolongement
contient le second foyer. Cette propriété a été utilisée pour la construction des atre des
cheminée (voir I'exercice 24) et apparait dans certain télescopes (voir 'exercice 32).
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4 Directrices et excentricité des coniques a centre ©

Nous voulons maintenant déterminer I'excentricité ainsi que 1’équation cartésienne des
directrices des coniques a centre (c’est-a-dire des ellipses et des hyperboles) a partir des
parametres de leur équation canonique. Pour cela, nous allons travailler avec la définition
des coniques par l'excentricité (définition 1.2). Dans ce but, nous allons commencer par
déterminer 1’équation cartésienne d’une conique non-dégénérée définie par un foyer, un
sommet et son excentricité.

Soit une conique d’excentricité e, de foyer F et de sommet A, A étant le sommet se
trouvant sur le segment reliant F' et sa projection orthogonale sur la directrice de la
conique par rapport a F' (voir la figure 16). Nous choisissons un repere orthonormé centré

x=d

FIGURE 16 — directrice, foyer et sommet d’une conique

en A dont la partie positive de I’axe des abscisses contient F. Nous avons donc F(zp;0)
avec xp > 0 et A(0;0). L’équation de la directrice doit étre de la forme x = d avec d < 0
et nous avons

AF T rr
e=————=—doncd=——-. 3
Az =d) —d e 3)
Nous déterminons maintenant ’équation cartésienne de la conique. Un point P(x;y) ap-
partient & la conique si et seulement si e = 2L R Nous avons donc les équations

§(Psz=d)
équivalentes suivantes :
. V(z—ap)? +y°
|z —d
r—d? = (v—ap)*+9°
v3(e* — 1) 4+ 2z(—e*d + xp) + d* — 2% = o? (4)

En insérant I’équation (3) dans ’équation (4) nous obtenons ’équation
2 (e? — 1)+ 2zzp(e+1) =¢°

qui est appelée équation commune aux trois coniques.

Dans les cas ou la conique considérée n’est pas une parabole (donc e #1), nous pouvons
déterminer les coordonnées de son second sommet A’(x4;y4). Comme A’ est sur 'axe
focal (qui est l'axe des abscisses), nous avons ya = 0. De plus, les coordonnées de A’
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20 Les coniques

doivent satisfaire ’équation commune aux trois coniques donc nous avons les équations
équivalentes suivantes :

2% (e = 1) +2zpxp(e+1) = 3%
za (wa(e® —1) +2zp(e+1)) = 0

Cette équations possede deux solutions, la premiere est nulle et correspond au point A.

__ 2xp(e+l) _ 2zp(e+l) _ 2zp N
La seconde est x4 = 21 T Tl T (9 Le deuxieme sommet est donc

233'}7
A : )
(1—e’0>

Nous pouvons maintenant déterminer la relation entre les parametres a et b de ’équation
canonique d’une conique a centre et la valeur de son excentricité e. Dans le cas d'une
ellipse, 'excentricité e est strictement inférieure a 1 et 'abscisse de A’ est donc positive.
La situation est représentée dans la figure 17. Nous en déduisons que d’une part nous

4(0:0) F(x,50) FoL ( 2x, ;0)

a a

FIGURE 17 — calcul de I'excentricité d'une ellipse

avons 2a = 22£ donc
TE
a = 5 5
1—e (5)
et d’autre part
Ip = a—C. (6)
En insérant (6) dans (5), nous obtenons a = {=¢ et donc
c—a
e=1+ .
a

Il est possible de montrer que nous obtenons le méme résultat dans le cas d’une hyperbole
(voir I'exercice 25). Nous avons donc le résultat suivant :
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4. Directrices et excentricité des coniques & centre @ 21

4.1 Propriété ,
L’excentricité e d’une conique d’aze focal horizontal et d’équation 2—2 + % =1 vaut

ISH Mo}

Pour déterminer la position des directrices, considérons d’abord le cas ol nous avons une
ellipse de foyer F(c;0), F'(—c;0) et de sommets A(a;0), A'(—a;0), a,c > 0 (voir la

Y
b
A F F A X
-d -a -C 0] c a d
i a-c  d-a

FIGURE 18 — ellipse et ses directrices x = +d

figure 18). Si les directrices ont pour équations x = +d, la définition d’une conique par
I'excentricité (voir 1.10) appliquée au sommet A de ellipse ainsi que la propriété 4.1 nous
donne les équations équivalentes suivantes :

B AF
© = 0(A;x =d)
¢ _a-—c
a d—a
Ja - (a —c)a
c
g= T
c c

Il est possible de montrer que nous obtenons le méme résultat dans le cas d’'une hyperbole
(voir I'exercice 26). Nous avons donc le résultat suivant :

4.2 Propriété

. . . . , . 2 2
Les directrices d’une conique d’axe focal horizontal et d’équation %5 & %5 = 1 ont pour
équations

r = —.
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5 Paraboles

5.1 Théoreme
Soit ¢ € R*. La parabole de foyer (q;0) ayant l'origine pour sommet a pour
équation

y? = 4qz.

DEMONSTRATION
Voir 'exercice 27. O

5.2 Remarque
(a) L’équation cartésienne d’'une parabole de sommet (xg;yo) et d’axe focal horizontal
est

(y — ?Jo>2 = 4q(z — x0),

ou |g| est la distance entre le sommet et le foyer. Si g est positif, le foyer est a droite
du sommet, sinon il est a sa gauche.

(b) D’apres le théoreme précédent, r? = 4qy une parabole d’axe focal vertical. Par
conséquent, le graphe d’un fonction quadratique est toujours une parabole d’axe
focal vertical (pour une illustration de ceci voir 'exercice 29(c)).

(c) La forme de I’équation d’'une parabole données dans [2| ne fait pas intervenir la
position du foyer mais le demi-parametre p. Ce parametre est la moitié de la longueur
du segment parallele a la directrice passant par le foyer et dont les extrémités se
trouve sur la parabole (pour plus de détails, voir I'exercice 28).

5.3 Propriété

Pour tout point P d’une parabole p et de foyer F', la tangente t au graphe de p en
P est une bissectrice de la droite (FP) et de la paralléle d a l'axe focal passant
par P (voir la figure 19).

DEMONSTRATION
Voir lexercice 31. O

FIGURE 19 — propriété de réfexion d'une parabole
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5. Paraboles 23

5.4 Remarque

Il suit de la propriété précédente qu'un faisceau de rayons paralleles a ’axe focal d'une
parabole se réfléchissant a l'intérieur de celle-ci se concentre sur son foyer. Cette propriété
est la raison de la forme des antennes paraboliques.
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6 Equations du second degrés a deux variables

Compte tenu de ce qui a été vu jusqu’ici, nous pouvons affirmer que ’ensemble des points
(z;y) € R? solutions d’une équation du second degrés a deux variables de la forme

Ar* + By* + Dz + Ey+ G =0,

A, B, D, E, F € R, forme une conique (éventuellement dégénérée) ou est un ensemble
vide. Le cas général ou il y a un terme de la forme Czy, C' € R, peut se ramener a celui-ci
en faisant un changement de repere par une rotation autour de l'origine judicieusement
choisie (voir la chapitre de 4° année d’algebre linéaire).

6.1 Exemple
Discuter selon la valeur du parametre m € R la nature de la courbe d’équation

Cm 22 +my? —ma —y =0.

Nous devons commencer par distinguer le cas m = 0 du cas m # 0 car c’est seulement si
m est non nul qu’il est possible d’avoir une conique a centre, centre que nous obtenons
par mise en évidence des facteurs des termes de degré deux puis complétion des carrés (si
un des facteurs est nul, cette mise en évidence n’est pas possible!).

L’équation est de la forme ¢q : 2% — y = 0 et il s’agit d’une parabole (d’axe focal
horizontal).

Nous commencons pas compléter les carrés et nous obtenons

2 2
2 _ m- 2y Ly _om L
(x ma + 4>+m<y m+4m2> = o
m

2 Y=om) = Tam

Nous ne pouvons nous ramener a 1’équation canonique d’une ellipse ou d’une hy-
perbole que si le membre de droite de la derniere équation est non-nul. Nous devons
donc distinguer les cas m = —1 et m # —1.

L’équation est alors de la forme

e @) -l = 0
z+3 = x(y+1).

Il s’agit des équations de deuz droites sécantes : x =y et x +y+ 1= 0.

m € R~ {—1;0} | Nous pouvons mettre I’équation sous forme canonique :

_m)? _1)?
($m3+21> +( m3-|2—71n) 1
4m 4m?

Pour connaitre la nature de ¢,,, il faut étudier le signe des dénominateurs de
chacun des termes du membre de gauche de 1’équation :
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6. Equations du second degrés a deux variables 25

Valeursd m‘ -1 0
sen(Z2) [+ | — |+
sgn( = B I [ (S

Nous avons alors les cas suivants :

m €] — oo; —1[U] — 1;0[| ¢, est une hyperbole (d’axe focal horizontal si m €

] — 00; —1[ et d’axe focal vertical si m €] — 1;0]).

€]0; +00[| ¢, est une ellipse ou un cercle. Pour avoir une cercle, ’égalité

suivante doit étre vérifiée :

mm*+1) = m*+1
m(m*+1)—(m*+1) = 0
(m—1)(m*+1) = 0.

¢ est donc un cercle lorsque m = 1 (le cas m = —1 est exclu car nous
considérons ici que m €]0;+o0[) et une ellipse pour m €]0; 1{U]1, +o00|
(une étude du signe de ™ +1 — +1 permettrait de déterminer la direction

de l'axe).

La fonction Manipulate de Mathematica permet de valider les résultats obtenus :

Clear ["Global ‘x"]
clm_, x_, y_]1 (= x"2 +my"2 -mzx -y
Manipulate [

ContourPlot [

In[1]:= clm, x, yl] == 0, {x, -5, 5}, {y, -5, 5},
Frame -> False, Axes -> True,
AspectRatio -> Automatic

1, {m, -2, 2}
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Out[1]=
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7 Exercices

Une partie des exercices qui suivent provient de [1] et [3].

Généralités

Ezxercice 1 (sans Mathematica)

Chacun des dessins suivants est une vue en coupe d’un coéne (en gris) qui est intercepté
par un plan 7. La coupe est faite par un plan qui est perpendiculaire a 7 et qui contient
I’axe du cone. La conique ainsi formée est représentée en gras.

Sur chaque coupe placer :

(i) le(les) sommet(s) de la conique,
(ii) la(les) sphere(s) de Dandelin,
(iii) le(les) foyer(s),

(iv) la(les) directrice(s).

Préciser la conique dont il s’agit et calculer son excentricité.

(a) | ()

Ezxercice 2 (avec Mathematica, corrigé)
Soit la conique de foyer F'(3; —1), de directrice d : 3z — 4y + 1 = 0 et d’excentricité 2.

(a) A l'aide de Mathematica, déterminer une équation cartésienne de cette conique.
Réduire I'équation de fagcon a ne pas avoir de valeur absolue ou de racine.

(b) Tracer un graphique contenant le graphe de cette conique, le point F et la droite d.
Indication : travailler avec ContourPlot.
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28 Les coniques

Ezxercice 3 (avec Mathematica, corrigé)
Reprendre les données de 1'exercice précédent puis tracer les coniques ayant une excentri-
cité variant entre 0 et 2 en travaillant avec Manipulate.

Ellipses

Ezercice 4 (® sans Mathematica, corrigé)
Soit a > ¢ >0, § € R et P(z;y) un point du plan. Nous posons b = va? — 2, F(c;0) et
F'(—c;0). Montrer que si (z;y) = (a COS(@);bsin(Q)) alors PF + PF' = 2a.

Ezercice 5 (Y sans Mathematica)
Soit ellipse d’équations paramétriques

{ x = 4cos(6),
y = 2sin(6).

A partir de ces équations, construire ellipse avec équerre et compas (placer avec précision
une dizaine de points).

Indication : dans un repere orthonormé, commencer par tracer des cercles de rayon 2 et
4 centrés a l'origine, puis construire un angle 6 centré a ’origine du repere dont la partie
positive de l'axe des abscisses constitue un coté, construire des segments de longueur
4 cos(f) et 2sin(f), et finalement placer le point correspondant.

Ezercice 6 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit ellipse k& d’équation
922 + 4y* = 36.
(a) Sans Mathematica, déterminer. . .
(i) I’équation canonique de k.
(ii) les coordonnées du centre de k.
(iii) la longueur ainsi que la direction du grand axe et du petit axe de k.
(iv) les coordonnées des foyers de k.

(b) Sans Mathematica et sans reégle graduée, esquisser k en placant précisément ses
foyers.

(c) Avec Mathematica, tracer le graphe de k.

Exercice 7 (sans Mathematica)
Pour chaque cas, décider si I'équation correspond a une ellipse. Dans D'affirmative,
déterminer les coordonnées des foyers et des sommets.

2 2 ) - B _

(a) %+yzzl (d) 92° + 4y* — 36x — 32y + 64 =0

(b) 252% +9y* =9 (e) 4x? + 36y — 24x + 36y +81 =0
(-3 ()

(c) 16 + 9 1 (f) 2522 + 4y* — 250z — 16y + 541 =0
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Ezxercice 8 (sans Mathematica)
Pour chaque cas, déterminer ’équation canonique de l'ellipse remplissant les conditions
données :

(a) Centrée a 'origine, d’axe focal horizontale, distance focale égale a 8 et grand axe
égale a 10.

(b) Foyers en (4;1) et (4; —5), demi petit axe égale a 4.

(c) Passant par (—2;2), centrée a l'origine, d’axe focal verticale et de demi grand axe
égale a 4.

(d) Sommets en (—9;2) et (7;2) et un foyers en (—6;2).

Ezxercice 9 (sans/avec Mathematica, corrigé Mathematica)

Soit la fonction
2
/ x
=114{/1— —.

(a) Sans Mathematica, déterminer la nature ainsi que les caractéristiques du graphe
de f.

(b) Avec Mathematica, valider votre résultat en tragant le graphe de f .

Ezxercice 10 (avec Mathematica, corrigé)
Un pont doit étre construit par-dessus une
riviere large de 60 m. L’arche du pont doit
étre en forme de demi-ellipse et doit étre
construite de telle sorte qu'un bateau de
moins de 15m de large et 9m de haut
puisse passer sans encombre au-dessous de
I’arche, comme le montre la figure ci-contre.
Déterminer la hauteur de I’arche au milieu
du pont.

4| NORMES DE SECURITE POUR
LE PASSAGE DES NAVIRES

15m
Pt

1
1)
"n| PLANS PONT/RIVIERE

Ezercice 11 (® sans/avec Mathematica, corrigé Mathematizca)
Déterminer les coordonnées du point de l'ellipse d’équation % + % =1 qui est le plus
proche de la droite d’équation 2x — 3y + 25 = 0.

(a) Résoudre 'exercice sans utiliser Mathematica.

(b) Résoudre I'exercice en utilisant Mathematica.
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Ezxercice 12 (sans Mathematica)

Le plafond d’une salle dont la sol a la forme
d’une ellipse a son plafond en forme d’hémi-
ellipsoide?. Les murs soutenant le plafond
ont une hauteur de 1.5m et le point le plus
haut du plafond se trouve a 6m du sol.
Les sommets de I’hémi-ellipsoide se trouvent
a 15m l'un de 'autre (voir le schéma ci-
contre).

Deux personnes veulent expérimenter la propriété de réflexion des ellipses. Pour réaliser
cette expérience, elle s’arrange pour avoir leur téte a la hauteur de 'axe focal de ’hémi-
ellipsoide. A quelle distance du sommet le plus proche de I’hémi-ellipsoide se trouve le
centre de la téte de chaque personne ?

Hyperboles

Ezercice 13 (9 sans Mathematica)
Nous considérons I’hyperbole de la figure 20.

(a) En s’inspirant de ce qui a été fait pour l'ellipse, montrer que pour tout point P de
I’hyperbole nous avons

k si P est sur la nappe de gauche du cone de révolution,

I =
PE —PE { —k si P est sur la nappe de droite du cone de révolution,

ou F' est le foyer de gauche de 'hyperbole, F’ celui de droite et k& une constante
positive.

(b) Montrer que k est égale a la longueur de ’axe transverse de I'hyperbole.

Ezercice 14 (® sans Mathematica)
Soit ¢ > a > 0. Montrer que pour un point P(z;y) de I’axe focal de I'hyperbole de foyers
F(¢;0), F(—¢;0) et de sommets A(a;0), A'(—a;0) on a :

< 2a si P est entre les sommets,
|PF — PF'|{ =2a si P est sur un sommet,
> 2a sinon.

4. Un ellipsoide est la surface engendrée par la rotation d’une ellipse autour de son axe focal. Les
foyers de l'ellipse correspondent aux foyers de I’ellipsoide.
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FIGURE 20 — exercice 13

Ezxercice 15 (sans Mathematica, corrigé)
Pour ¢ > a > 0, F(c;0), F'(—¢;0) et P(x;y) € R?, nous avons 'équivalence suivante :

2 2

T
|PF — PF'| =204 <= —2—?2—2:1,avecb: 2 —a?.
a

(a) Démontrer I'implication =.

(b) Facultatif : démontrer qu’il s’agit effectivement d’une équivalence.

Ezxercice 16 (sans Mathematica, corrigé)

. / . 2 2 \
Soit a,b > 0. Montrer que I'hyperbole d’équation % — ¥ = 1 posséde deux asymptotes
dont les équations sont

b
y=x—x.
a

Indication : décomposer le graphe de I’hyperbole en deux graphes qui sont des graphes de
fonctions puis calculer les équations des asymptotes de ces fonctions.

Ezxercice 17 (sans Mathematica)

Soit I'hyperbole d’équation
2 2
z Y
—— 4+ ==1
9 + 4
Esquisser le graphe de cette hyperbole apres avoir placé précisément ses foyers, ses som-

mets et ses asymptotes, ceci sans utiliser de regle graduée.
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Ezxercice 18 (sans Mathematica, facultatif avec)

Pour chaque cas, décider, sans utiliser Mathematica, si I’équation correspond a une hy-
perbole. Dans 'affirmative, déterminer les caractéristiques de celle-ci (coordonnées des
foyers et des sommets, équation des asymptotes).

Facultatif : tracer le graphe de ’équation avec Mathematica afin de tester vos résultats.

(a) 2% —36y? =1 (c) 1442% —25y*+864x — 100y — 2404 = 0

(y+2? (z+2)?
(b) 9 1 =1 (d) 4y* — 2% + 40y — 42 + 60 = 0

Ezxercice 19 (sans Mathematica, corrigé partie d)

Pour chaque cas, déterminer ’équation de I’hyperbole remplissant les conditions données :
(a) Sommets (£3;0), foyers (£5;0).
(b) Intersections avec 1'axe des abscisses en +5, équations des asymptotes y = +-2x.
(¢) Sommets (—2;—2) et (—2; —4), foyers (—2; —1) et (—2; —5).
(d) Passe par (4; %) et asymptotes d’équation y = i%x +1

Ezxercice 20 (sans Mathematica)
Déterminer la nature ainsi que les caractéristiques du graphe de la fonction.

flz) = —Z\/ﬁ — 16.

Ezxercice 21 (sans/avec Mathematica, corrigé)
(a) Sachant que le graphe de y = i, x € R*, est une hyperbole, déterminer la dimension
de I'axe transverse ainsi que les coordonnées des foyers.

(b) Afin de valider le résultat du point précédent, tracer a ’aide de Mathematica, dans
un meéme repere, le graphe de y = % et le graphe de I'’hyperbole ayant les foyers et
I’axe transverse calculés.

Ezxercice 22 (sans ou avec Mathematica, corrigé)

Soit une branche d’hyperbole de foyer F'. Montrer que le point de cette branche qui est
le plus proche de F' est le sommet de la branche.

Indications :

e Sans Mathematica, poser PF = (PF — PF')+ PF' (F, F' foyer de I'hyperbole, P un
point quelconque de celle-ci), en déduire que PF > ¢ — a (a longueur du demi-axe
transverse, ¢ demi-distance focale) et conclure.

e Avec Mathematica, décomposer le graphe de ’hyperbole en deux graphes qui sont
des graphes de fonctions afin d’obtenir une expression algébrique pour PF' qui devra
étre minimisée.
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Ezxercice 23 (sans Mathematica, corrigé)

Suivant la valeur de son énergie mécanique, une comete peut avoir une trajectoire el-
liptique, parabolique ou hyperbolique dont le soleil est un foyer. Si la comete parcourt
une trajectoire parabolique ou hyperbolique, elle va passer une fois pres du Soleil et n’y
retournera plus jamais. Nous supposons que les coordonnées, en metres, de la trajectoire
d’une comete satisfont 1’équation

1,2 y2

26-1020  18-1020

=1 pour z > 0.

(a) Déterminer les coordonnées du soleil.

(b) Sachant que pour que la comete maintienne sa trajectoire hyperbolique, son énergie
mécanique doit étre strictement positive, déterminer la vitesse qu’elle doit avoir
lorsqu’elle est au point de sa trajectoire le plus proche de soleil.

Ezercice 24 (sans mathematica)

Les dessins ci-dessous représente des atre de cheminée vus de dessus : celui de gauche est
formé de plaques rectiligne tandis que celui de droite est une branche d’hyperbole de foyer
F et F’. Dessiner dans chaque cas la facon dont se propage le rayonnement thermique si
la feu est placé en F'. Que constatez-vous ?

o[

_ °F | _/N

Directrices et excentricité des coniques a centre

Ezercice 25 (P sans Mathematica, corrigé)

Soit une hyperbole d’excentricité e, dont 'origine est un sommet, d’axe focal horizontale
et dont F(xp;0), xp > 0, est un foyer. Sachant que le second sommet a les coordonnées
(?”f; ;0), montrer que e = £, ou 2c est la distance focale et 2a la longueur de l'axe

transverse.

Ezercice 26 (9 sans Mathematica, corrigé)
Soit une hyperbole centrée a l'origine, d’axe focal horizontal avec une distance entre les
foyers 2c et d’axe transverse de longueur 2a. Sachant que 'excentricité vaut e = £ montrer

. . , . 2
que les directrices ont pour équations x = +%-.
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Paraboles

Exercice 27 (sans Mathematica, corrigé)

En partant de la définition des coniques par excentricité (définition 1.10), démontrer
que 'équation cartésienne d’une parabole de sommet (0;0) et de foyer (¢;0), ¢ # 0, est
y? = 4qu.

Indication : commencer par déterminer I’équation de la directrice.

Ezxercice 28 (sans Mathematica)
Soit ¢ # 0 et la parabole d’équation y?> = 4qz. Calculer de demi-parametre (voir re-
marque 5.2(c)) de cette parabole.

Ezxercice 29 (sans Mathematica)
Pour chaque cas, déterminer les coordonnées du foyers et du sommet de la parabole.

(a) 2% = =3y (c) y=2%— 4z +2
(b) 4(y —2)* = (x — 3) (d) v* + 14y + 4w +45=0
Ezxercice 30 (sans Mathematica)
Pour chaque cas, déterminer ’équation de la parabole remplissant les conditions données :
(a) Sommet (1;0), foyer (6;0).
(b) Foyer (—2;0), directrice x = 2.
(c¢) Sommet (1;—2), foyer (1;0)
)

(d) Axe focal parallele a I’axe des abscisses, sommet (—3;5), passe par le point (5;9).

Ezercice 31 (P sans Mathematica, corrigé)
Soit la parabole p de foyer F' et d’équation

p:2?=4day, a€R,

P un point de cette parabole, ¢ la tangente a p en P, () la projection orthogonale de P
sur la directrice de p et R 'intersection de ¢ avec O,.

(a) Montrer par calcul que FFP = FR.

(b) Déduire de I’énoncé précédent que ¢ est la bissectrice de 'angle F/P\Q

Ezxercice 32 (sans Mathematica) e
L’image ci-contre (source : https://en.
wikipedia.org) représente un télescope de
type Cassegrain (1672).

(a) Placer sur I'image la foyer £, du mi-
roir parabolique ainsi que les foyer
F, F] du miroir hyperbolique.

(b) Le miroir parabolique a 20cm de
diametre et de 2.5cm de profondeur.
A quelle distance du centre du miroir
son foyer se trouve-t-il ?
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7. Exercices 35

Equations du seconde degré a deux variables et exercices de
synthese

Ezxercice 33 (sans Mathematica)
Soit o, B € R*. Déterminer la nature de la courbe

+5 =1

en fonction des signes des parametres « et 3. Préciser la position des foyers dans les cas
ou il s’agit d'une conique.

2y
a

Ezxercice 34 (sans Mathematica, corrigé)
Soit la famille de courbes

(z+m)? y72_1

SR =1, meR ~ {42},
¢ m2 —4 3m mn ~ {2}

Déterminer la nature (droite, cercle,...) de ¢,, en fonction de la valeur du parametre m.
Préciser la position des foyers dans les cas ou il s’agit d'une conique.

Ezxercice 35 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit la famille de courbes

Cm Yyt =20+ (m—2)2*+1, meR.

(a) Sans utiliser Mathematica, déterminer la nature (droite, cercle,...) de ¢, en fonction
de la valeur du parametre m.

(b) Valider les résultats précédents avec une animation Mathematica.

Ezxercice 36 (avec Mathematica, corrigé)
Soit la famille de courbes

Cm:mz®+ (1—m)y* +2r —2m—-3=0, meR.

(a) Sans utiliser d’animation, déterminer la nature de ¢, (droite, cercle,...) en fonction
de la valeur du parametre m. Dans le cas ol ¢, est une conique, préciser la direction
de I'axe focal.

(b) Valider le résultat précédent avec une animation.
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Ezxercice 37 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit m € R*, h 'hyperbole et d,, la droite d’équations

hoy =2 +4x, dyn:y=m

et M, M’ les points d’intersection des graphes de h et d,,.
(a) Sans utiliser Mathematica,. . .
(i) ...tracer le graphe de h (avec sommets et asymptotes).
(i) ...montrer que le triangle MOM’ est rectangle, o O est l'origine du repere.

(b) Ilustrer la situation avec Mathematica (utiliser la fonction Manipulate).

Ezxercice 38 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit la fonction f(z) = 22 + 2z, z € C.

(a) Déterminer le lieu des points M d’affixe z tels que f(z) soit imaginaire pur. ..
(i) ...sans utiliser Mathematica.
(ii) ...en utilisant Mathematica.

(b) Soit les points d’affixe f(z) avec Re(z) = —2. Déterminer une équation cartésienne
et la nature de ’ensemble de ces points. . .

(i) ...sans utiliser Mathematica.

(ii) ...en utilisant Mathematica.

Ezxercice 39 (sans Mathematica, corrigé)

Soit a € R* et le triangle rectangle isocele ABC avec A(—a;0), B(a;0), C(0;a). Par un
point quelconque @) de 'axe des abscisses, on trace la parallele a BC' qui coupe la droite
dac en R. Par R, on mene la parallele a AB et cette droite coupe la droite dgc en un
point P.

(a) Déterminer I'équation du lieu de P lorsque () parcourt l'axe des abscisses et
déterminer la nature de ce lieu.

(b) Facultatif : valider votre résultat a l'aide de GeoGebra.

Ezxercice 40 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit A(a;0) avec a > 0, M € R? et B la projection orthogonale de M sur l'axe des
ordonnées.

(a) Sans Mathematica, trouver I’équation du lieu des points M du plan tels que
MA* +k-MB? =d* keR.

(b) Discuter la nature de ce lieu en fonction de la valeur du parametre k sans utiliser
Mathematica.

(c) Valider le résultat précédent a 'aide de Mathematica
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Ezercice 41 (® sans Mathematica, corrigé)
I1 est possible de montrer que les points P(x;y) de la trajectoire d'un corps < au-
tour » d’une étoile dans un repere centré sur I’étoile satisfont ’équation

L* = m*MGy/a? + 4% + we,

avec L € R}, w € Ry, G la constante de gravitation universelle, M la masse de Iétoile
et m la masse du corps.

Montrer que la trajectoire forme une conique dont l'origine du repere est un foyer et
déterminer la nature de cette conique en fonction de la valeur de w.
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8 Exercices de répétitions

Ezxercice 42 (sans Mathematica)

Esquisser le graphe de le courbe d’équation donnée. Placer précisément les éléments ca-
ractéristiques de la courbe (foyer(s), sommet(s) et, le cas échéant, asymptotes, extrémités
des axes).

(a) —1442? + 25y — 20162 — 50y — 10631 =0
(b) 2522 + 1642 + 202 — 8y + 405 = 0

(c) 4> +4r —4y—T7=0

(d) 62522 + 225y% — 1250z + 90y + 409 = 0

Ezercice 43 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit la courbe ¢ d’équation
Cxlel | ylyl
c:—+—=
25 9
(a) Tracer le graphe de ¢ sans utiliser Mathematica et déterminer sa nature.

1.

(b) Vérifier votre résultat avec Mathematica.

Exercice 44 (sans/avec Mathematica)

Pour chaque cas, déterminer la nature ainsi que les caractéristiques du graphe de la
fonction sans utiliser Mathematica, puis valider vos résultats en tracant le graphe de la
fonction avec Mathematica.

(a)yzivx2+49 (b) y=2-7 1—(‘%;1)2

Ezxercice 45 (sans Mathematica)
Dans chaque cas, déterminer une équation cartésienne de la courbe ayant les ca-
ractéristiques données.

(a) Hyperbole d’asymptotes —15x 4+ 8y + 30 = 0 avec une distance focale de 17 unités.
(b) Parabole de directrice © —y + 4 = 0 et de foyer (0;0).

(c) Ellipse d’axe focal vertical, de foyer (2;1), dont le grand axe mesure /10 unités et
qui est tangente a la droite x = 3.

(d) Parabole d’axe focal vertical, ouverte vers le bas, de foyer (1; —3) et qui passe par
le point (11; —10.5).
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Ezxercice 46 (sans Mathematica)

Un lithotriteur haut de 15cm et de 18 cm
de diametre doit étre utilisé pour briser un
calcul rénal (voir la figure ci-contre). Cet ap-
pareil a une forme d’hémi-ellipsoide et des
ondes de choc sous-marines a haute énergie
seront émises a partir du foyer F'. Calculer
la distance entre le sommet S du lithotriteur
et le calcul.

\ \.— Moelle épiniére
' (coupe transversale)

Exercice A7 (sans/avec Mathematica, corrigé)
Soit la famille de courbes

Cm 2> +my’ +y+m=0, meR.

(a) Sans utiliser Mathematica, déterminer la nature de ¢, en fonction de la valeur du
parametre m.

(b) Valider les résultats précédents avec Mathematica.

Ezxercice 48 (sans/avec Mathematica)
Soit la fonction f(z) = (2 +1)*> — (2 + 2)?, 2z € C.
(a) Traiter les points ci-dessous sans Mathematica.
(i) Déterminer la nature de ’ensemble des points M d’affixe z tels que f(z) €
{=1+ti:teR}.
(ii) Soit 'ensemble {z € C : f(z) € R}. Déterminer la nature de l'ensemble des
images ponctuelles des nombres complexes de cet ensemble.
(iii) Soit les points d’affixe f(z) avec Im(z) = 1. Déterminer la nature de ’ensemble
de ces points.

Dans le cas ou il s’agit d’une conique, préciser la direction de I'axe focal ainsi que
les coordonnées des sommets et des foyers

(b) Valider vos résultats en dessinant avec Mathematica les graphes de ces ensembles
en y plagant les points calculés.

Ezxercice 49 (sans Mathematica, corrigé)
Soit ¢ un cercle de rayon r > 0 centré a l'origine,A(—7;0), et Q € ¢\ {4;(0;+r)}. La
tangente en () coupe ’axe des abscisses en T'. La perpendiculaire a I’axe des abscisses en
T coupe la droite dag en P.
(a) Déterminer I’équation du lieu de P lorsque @) parcourt ¢ et déterminer la nature de
ce lieu.

(b) Facultatif : valider votre résultat a 1’aide de GeoGebra.
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9 Réponses des exercices

Voir le corrigé en couleur.

(a)

(b)

(6] (

H

246 — 1742 — 1122 + 82y + 962y — 39> =0

2 2

i) T+5=1 (b)
(i) (0;0)
(iii) Petit axe horizontal de 4 unités,
grand axe vertical de 6 unités

(iv) (0;£V5)

Sommets (£3;0), foyers (£+/5;0)

Sommets (0; £1), foyers (0;£%)

Sommets (—1; —4) et (7; —4), foyers (3 £+/7; —4)
Sommets (2;1) et (2;7), foyers (2;4 + /5)

L’ensemble des solutions de cette équation est vide et le graphe de celle-ci ne contient
aucun point.

Sommets (5; —3) et (5;7), foyers (5;2 £ v/21)

2 2 2 2
Et5 =1 (c)l"gﬁ+%@:1
—4)? +2)? +1)? —2)?
(x16) + (y25) —1 (d) (1‘64) (ygg) -1
Moitié supérieure d’une ellipse centré (b)

a lorigine, de sommets (0;+11), de
foyers (0;4+6v/2) et dont le petit axe
mesure 14 unités.

V8642 9.3m
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9. Réponses des exercices 41

(=3:2)
1.5m
|17 | v

(a) Sommets (0;+1), foyers (0; :l:\/T?T?), asymptotes y = ¢

(b) Sommets (—2;—5) et (—2;1), foyers (—2; —2 + v/13), asymptotes y = —5 — 3% et
3
y=1+.
(c) Sommets (—8;—2) et (2; —2), foyers (—16; —2) et (10; —2), asymptotes y = %6 + %az
ety = —@ — %x
(d) Sommets (—2;—8) et (—2;—2), foyers (—2; —5 =& 31/5), asymptotes y = —4 + % et
— T
y=—6-%
2 2 2)2
(a) 5 -5 =1 (©) (y+3) = =5 =1
2 y? —1)2 2
(b) %5 — 100 =1 (d) (y4)_%:1

Moitié inférieures des branches de I’hyperbole d’asymptote y = i%x, de sommets (44;0)
et de foyers (£v97;0).

(a) Axe transverse 2v/2 et F(v/2;v/2), F'(—v/2;—/2).

(a) (6.6-10';0) (b) v > 130000m/s

p=2

(a) Sommet (0;0), foyer (0; —0.75). (c) Sommet (2;—2), foyer (2;—1).
(b) Sommet (3;2), foyer (‘112,2) (d) Sommet (1;—7), foyer (0; —7).

(a) ¥ = 20(3? -1 (c) 8(y+2)=(z—1)°
(b) y? (d) (y=5)?=2(x+3)

(2) (b) 10cm
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a > 3> 0 : ellipse de foyers (£v/a — 3)

B> a >0 : ellipse de foyers (0; +1/8 — )

a = [ >0 : cercle centré a l'origine

a > 0> 3 : hyperbole de foyers (+v/a — 3;0)
B > 0> « : hyperbole de foyers (0; +1/8 — )
a, 8 < 0 : ensemble vide

e m < —2 : hyperbole de foyers (—m + v/m? — 3m — 4;0)
m €] —2;0[ : ensemble vide
m €]0;2] : hyperbole de foyers (—m : +v/m?2 — 3m — 4)
m €]2;4[ : ellipse de foyer (—m 4 v/—m?2 + 3m + 4);0)
m = 4 : cercle de centre (—m;0)

e m >4 : ellipse de foyers (—m; v —m? + 3m + 4))

e m < 1: ellipse e m €]2;3[ : hyperbole
m =1 : cercle
m €]1;2[ : ellipse

e m = 3 : deux droites sécantes

e m = 2 : parabole e m > 3 : hyperbole

00; —1[U] — 0.5; 0[U]1; 00| : hyperbole d’axe focal horizontal
1;

m €] —
e m €] —1;—0.5] : hyperbole d’axe focal vertical
e m €]0;0.5[ : ellipse d’axe focal horizontal
e m €]0.5; 1] : ellipse d’axe focal vertical

m € {—1;—0.5} : deux droites sécantes
e m = (0 : parabole d’axe focal horizontal
e m =1 : deux droites verticales

e m = 0.5 : cercle

(a) Il s’agit d’une hyperbole d’équation (z + 1)? —y? = 1.
(b) 1l s’agit d’une parabole d’équation y? = —4x.

Il s’agit d’une parabole d’équation (y — 37‘1)2 =—%(z— %)

(a) (a—2)*+ (k+1)y*=a? o ke]—1;0[ : ellipse
(b) e k< —1: hyperbole e k=0: cercle
e k= —1: parabole e k>0 : ellipse

e (m*MG)?—w? < 0 : branche d’hyper- o (M*MG)* —w? >0 : ellipse

bole Il sera montré en 4° année que w? —
(m?MG)? est un multiple positif de I'énergie
e (M?>MG)? —w? =0 : parabole mécanique du corps de masse m.
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9. Réponses des exercices 43

(a) asymptotes y =1+ %(x +7) (b) ensemble vide

()

4+
Branche supérieure de ’hyperbole d’asymptote y = :i:%w, de sommet (0;+3) et de
foyer (0;41/58).

(b) Moitié inférieure d’une ellipse de centre (—1;2), des sommets (—1; —5) et (—1;9), de
foyers (—1;2 4 2+/10) et dont le petit axe est horizontal et mesure 8 unités.
_9)2 2 —92)2 2
(a) (x16) — 5625 = L ou _(xlﬁ) 5625 = 1
(b) 22 +y? + 27y —8x +8y — 16 =0
_4)2 2
(¢) (x—2)2+ U2 —1ou (2 —2)2 4 @325 =
(d) —10(y +0.5) = (z — 1)?
27 cm
e m < —% : hyperbole e m €]0;3[ : ellipse (mais jamais de
e m = —1 : deux droites sécantes cercle)
e m €] — 3;0[ : hyperbole e m = 3 : un unique point
e m = ( : parabole o m > % : ensemble vide
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(a) Ellipse d’axe focal vertical, de sommets (3; j:\/g) et foyers (3; i@)
(b) La droite verticale z = —1 et 'axe réel.
)

(c) Parabole d’axe focal horizontal, de sommet (1; %) et de foyer (0; %)

Il s’agit d’une hyperbole d’équation ‘;‘f—; — Z—z = 1 privée de son sommet de coordonnées
(=7;0).
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Corrigés d’une sélection d’exercices

Afin d’avoir un systeme d’axe usuel et orthonormé lorsque nous travaillerons avec Mathe-
matica, nous modifions les options de la fonction ContourPlot de la facon suivante :

SetOptions [ContourPlot,
AspectRatio -> Automatic,
In[1]:= Frame -> False,
Axes -> True

1;

Corrigé de l’exercice 1
Notations :

e sommet(s) de la conique : A(et A’)

sphere(s) de Dandelin : o(et o’)

foyer(s) : F(et F”)

plan passant par le cercle de tangence d'une sphere de Dandelin et le cone : g (et 7))
directrice : d(et d')

Construction d’une sphere de Dandelin :

Le centre d’une sphere de Dandelin est l'intersection de I’axe du cone avec une des bis-
sectrices des droites représentant 7 et un co6té du cone dans le dessin en coupe (donc des
dessins en deux dimensions!). Ces bissectrices sont dessinées en trait vert discontinu sur
chacun des dessins.
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Corrigés d'une sélection d’exercices 47

(b)

Corrigé de l’exercice 2

Clear ["Global “*"]
F={3,-1}; (*foyerx*)
a=3;

(¥coefficient de = dans l’équation de la directricex*)

In[2]:= b=-4;

(¥coefficient de y dans l’équation de la directricex*)
dlx_,y_]l:=a x+b y+1

(*fonction dont les zéros sont sur la directrice*)
e=2; (*excentricitéx)

(a) Nous commengons par définir la fonction calculant la distance entre un point de
coordonnées (z;y) et la directrice :

in3:)= dDir [x_,y_]:=Abs[d[x,y]]/Norm[{a,b}]
Nous pouvons alors déterminer 1’équation de la conique :

Norm [{x,y}-F]/dDir [x,y]l==e

In[4]:=
"t (¥équation de la contquex*)
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5y/Abs[—3 + ]2 + Abs[1 + y]>

Out[4]=
Abs[1 + 3z — 4y]

=

Il nous faut encore éliminer les valeurs absolues ainsi que les racines :

In[5)= Numerator [%[[1]1]1]"2==(%[[2]]*Denominator [%[[1]1]1]) "2

outls]= 25(Abs[—3 + z* + Abs[l + y]?) == 4Abs[1 + 3z — 4y]?

Mathematica ne réduit pas plus les membres de gauche et droite car il ne sait pas
que x et y sont des réels. Il faut le lui préciser :

infe:= Simplify [%,Element [{x,y},Reals]]

outlel= 25((—3 + )% + (1 + y)?) == 4(1 + 3z — 4y)?
Nous pouvons alors obtenir ’équation cartésienne de la conique :

In[7.= Expand [%[[111-%[[2]11] == 0
out7]= 246 — 174z — 112% + 82y + 96zy — 39y> == 0

ContourPlot [
{

Norm [{x,y}-F]/dDir [x,yl==e, (*coniquex*)

dlx,yl==0 (*directricex*)
(b) = 3,
{x,-5,5},{y,-5,5},
Epilog -> Point [F],
AspectRatio -> Automatic

OLIt[S]: — »‘ 1 »‘ T S LA
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Corrigé de l’exercice 3

Clear["Global ‘*"]
F={3,-1}; (* foyer *)
a=3; (¥ 1ére composante du vecteur normal de la
directrice *)
b=-4; (* 2e composante du vecteur normal de la
directrice *)
dlzx_,y_1 :=
a x-b y+1 (* fonction dont les zéros sont sur la
directrice *)
e=2; (*excentricitéx*)
dDir [x_,y_]:=Abs[d[x,y]]/Norm[{a,b}] (*distance entre un
In[9]:= point de coordonnées (z;y) et la directrice*)
Manipulate [
ContourPlot [
{
Norm [{x,y}-F]/dDir[x,yl==e, (*coniquex*)
dlx,yl==0 (*directricex*)

I
{x,-5,10},{y,-5,10},
Epilog -> Point [F]

Iy
{e,0,2}
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M
J
0.825 |=[»[+]

Out[9]=
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Corrigé de l’exercice 4
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Corrigé de l’exercice 6
(a) (i) Nous avons les équations équivalentes suivantes :

92° 4+ 4y = 36

2 42
36 36
xQ y2
_ Z =1
1

(ii) L’ellipse k est centrée en O(0;0).
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Les coniques

(iii) Le petit axe mesure v/4 = 2 unités et est horizontal (dénominateur de x?). Le
grand axe mesure /9 = 3 unités et est vertical (dénominateur de y?).

A titre de vérification, nous pouvons constater que les points (£2;0) et (0; +3),
extrémités du petit et du grand axes, satisfont bel et bien I’équation de k.

(iv) La demi-distance focale mesure ¢ = /32 — 22 = /5 unités. Comme le grand
axe de l'ellipse est vertical, les foyers se trouvent en dessus et en dessous du
centre de 'ellipse. Leurs coordonnées sont donc

(0; £v/5).

(b) Nous commengons par placer les extrémités des axes de k. Ceci permet d’esquisser

(c) Inf10):= 9 x"2 + 4 y°

le graphe de k.

Pour placer les foyers, nous revenons au calcul de la demi-distance focale ¢. Comme
c=132— 22

cela signifie que ¢ correspond a la mesure d’une cathete d’un triangle rectangle dont
I’hypoténuse mesure 3 unités et une cathete 2 unités. Pour placer les foyers de k, il
suffit alors de tracer un arc de cercle de 3 unités de rayon centré en A(—2;0) (voir
le graphe ci-dessous). Les intersections F' et F de ce cercle avec I’axe des ordonnées
permettent la construction de triangles rectangles AOF et AOF’ de dimension 2, 3
et /5 unités. Les points F et F’ sont donc les foyers de k.

Clear ["Global “x"]
ContourPlot [

2
{X, _3, 3}3 {Y, _4: 4}
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Out[10]= , = |
-3

4L

Corrigé de l’exercice 9
(b) n[11]:== Clear ["Global ‘*"]

Plot [
(o) iz [T e R T A A £
- AspectRatio -> Automatic
]
Out[12]=

Corrigé de l’exercice 10
Nous plagons un systeme d’axe dont 'origine se trouve au niveau de I’eau au milieu du

pont. Nous avons alors les données suivantes :
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Clear ["Global ‘*"]

pt1={-15/2,9};

pt2={15/2,9}; (* points par lesquels dott passer la dems
-ellipse *)

a=30; (* 1/2 largeur du pont = demi grand axze *)

f{x_,y_}:=x"2/a"2+y~2/b"2 == 1 (* équation de 1’
ellipse *)

sol=Flatten[Solve [f[ptl],b]]

OB & —12/2, b - 12//3)

In[14]:= %/ /N

In[13]:=

U= 1 5 —9.20516,b — 9.20516}

Le pont a donc une hauteur de 9.3 m. Vérifions graphiquement :

ContourPlot [
Evaluate [f [{x, y}] /. soll,
{x, -30, 30}, {y, 0, 10},
AspectRatio -> 1/GoldenRatio,
Epilog -> {PointSize [0.02], Point[pti], Point[pt2]}

In[15]:=

Out[15]=

Ll
-20

Corrigé de l’exercice 11
(b) Commengons par représenter la situation :

Clear ["Global ‘*"]
elx_,y_1:=x"2/18+y"~2/8
dlc_J[x_,y_1:=2x-3y+c
In[16]:= ContourPlot [
{elx,yl==1,d[25] [x,y]l==0},
{x,-10,4.5%} ,{y,-3,9}
]

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)



Corrigés d’une sélection d’exercices 5}

Out[16]=

-10 -8 -6

(i) Résolution sans calcul différentiel

Nous cherchons la valeur de ¢ telle que la droite d’équation 22 —3y+c = 0 coupe
I’ellipse en un seul point. Pour cela, calculons les coordonnées de I'intersection
pour une valeur ¢ quelconque :

intersections=Solve [
7= {elx,yl==1,d[c][x,y]l==0},
{x,y}
]

{z = i(—c _ V= @),y — é(c _JTI= ),
{z — i(—c—l— V144 — 2),y — é(c—l— V144 — 2)}}

Out[17]=
Nous constatons qu'il y a deux intersection si A = 144 — ¢* > 0, une seule
intersection (c’est le cas qui nous intéresse) si A = 0 et aucune intersection
si A < 0 (si le systeme avait été résolu a la main, nous serions arrivé a une
équation du second degré de discriminant A dont le signe détermine le nombre

de solutions). Nous devons donc avoir ¢ = £12. Calculons les coordonnées des
points d’intersection pour ces deux valeurs :

= e raections /. {{c -> -12},{c -> 12}}

]:{{{x =3,y — —2},{z = 3,y > —2}},

Out[18

Pour ¢ = —12, nous trouvons le point (3;—2) qui est le plus éloigné de la
droite tandis que pour ¢ = 12, nous trouvons le point (—3;2) qui est le point
recherché :
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ContourPlot [

{
elx,yl==1,
niis] d[25] [x,y]l==0,
d[12] [x,y]==
1,
{x,-10,4.5},{y,-3,9},
Epilog -> {PointSize[0.02] ,Point [{-3,2}]}
]
o
ol
all
Out[19]= 7
S0 5

(ii) Résolution avec calcul différentiel
D’apres la situation présentée en introduction de la résolution du probleme,
le point recherché appartient au graphe de la fonction f dont le graphe est
la partie de l'ellipse se trouvant dans les cadrans I et II. Nous trouvons cette
fonction en isolant y dans 1’équation de l'ellipse :
"= £ % 1:=Sqrt [8(1-x"2/18)]
Nous cherchons alors le point P(a; f(a)) tel la distance 6(P; 2z — 3y + 25 = 0)
soit minimale. La fonction donnant la distance entre P et la droite considérée
contenant une valeur absolue, nous allons minimiser son carré, c’est-a-dire la
fonction g(a) = (5(P; 2r — 3y + 25 = 0))2 ;
"= o [a_1:=((2a-3f[al+25) /Sqrt [2°2+(-3) "2]) "2
Nous calculons la dérivée de g et cherchons ses zéros :

ine2]:=ggla_l:=D[glx],x] /.{x -> a}
sol=Solve[gglal==0,a,Reals]

out22l={{q — 3}}

La géométrie du probléeme nous garantit qu’il s’agit bien d’un minimum (on
pourrait aussi vérifier que la dérivée seconde est positive) et les coordonnées
du point recherché sont les suivantes :
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In[23]:=

{a,flal}/. sol[[1]]
out23]={ 3 2}
Corrigé de l’exercice 15

Soit P(z;y) € R2 Compte tenu de la condition ¢ > a > 0, nous avons la situation
suivante :

Y
P(x;y)
_--®

= } | ¢ X

—Cc —a a ¢

Nous pouvons alors calculer les distances PF et PF’ :

PP (C__y“’) . PF=|PE| = Jc—a)P + i,

e —c—z —
PF/:< y )) PF/:HPF/ — (C—i—l’)2+y2-
(a) Supposons que P satisfasse 1’équation
|PF — PF'| = 2a. (7)

Celle-ci implique alors que P et ses coordonnées satisfont les équations suivantes :

PF—PF = 42
PF = PF'+2a
(c—a)?+y? = V{cta)+y*+2a (8)

(Vie=arP+9?) = (Vierap+y?£2) )
(c—x)+y* = (c+a)’+y" day/(c+2)? +12 + 4a°
(c—2)* = (c+2)? —4a> = Fda\/(c+x)? + 12
—dex —4a® = Fda/(c+x)? + 32
cr+a® = Fa/(r+x)?+92
(cx +a*)? = (a (x+ )%+ y2)
Aa? 4 2d%ce + a' = d? (02 + 2cx + 2 + y2)2

A +3a* +a* = a’c® + 2d%ca? + a*2? + a*y?
(62 _ a2> 22— atP? = a (C2 _ a2)
22 y? X
a2 2 —qaq2
? oy 2 2

2
— =2 =1 avecb =c"—a
a? b2
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Remarquons que, a priori, ’équation (8) implique I'équation (9) : 1'élévation des
membres de gauche et droite d'une équation ne produit pas une équation équivalente !
Toutes les autres équations sont par contre équivalentes.

b) Supposons que P(z;y) satisfasse I’équation
|PF — PF'| = 2a. (10)

Nous allons distinguer les cas > 0 et £ < 0 : ceci nous permettra d’affiner le

développement fait au point précédent.

x < 0| Dans ce cas PF' < PF (voir croquis en début de corrigé) et I’équation (10)
est équivalente aux équations suivantes :

PF — PF'
PF
(c—x)>+y°
2
(Vie—2)>+1?)
(c— )" +y*
(c—2)* — (c+x)? —4a®

2a
PF' + 2a

Vie+x)2+y2+2a (11)
(\/(c+x)2 +y2+2a)2 (12)
(c+2)* + 4y +4ay/(c+ 2)% + 2 + 4a®

dar/(c+ x)? +y?

—4cx —4a® = 4da/(c+ 1)% + y?
cr+a® = —ay/(v+x)?+9y2 (13)

(cx +a*)? = (—a\/ (x+ )%+ y2)2 (14)

Ar? + 2d*ce + a* = a? (02 + 2cx +2° + yz)

Ar? + 2a*ce + a* = a*c® + 2aPcx + a*a? + ay?
(02 _ az) 22— akp = (62 _ a2)
2 2
x
A A
@2  2_ g2
2 2
x
ﬁ_%? = 1 avech’=c"—a’ (15)

Les équations (11) et (12) sont équivalentes car les membres de gauche et droite
de I"équation (11) sont obligatoirement positifs.
Il est évident que I’équation que I’équation (13) implique 1'équation (14). Pour
montrer qu’il s’agit effectivement d’une équivalence, nous déduisons de I’équation
(15) que
2 2 | @Y 2 2
T =a°+ e 2>a"+0=a

et, comme z < 0, nous devons avoir
r < —a.
De plus, nous déduisons de I’hypothese ¢ > a > 0 que

—ac < —a2.
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Des deux précédentes inégalités nous déduisons alors que

cx+a’>>—ac+al<—-a’+a>=0

ce qui garantit que I’équation (14) implique 1’équation (13).
Dans ce cas PF’ > PF (voir croquis en début de corrigé) et 1’équation (10)

est équivalente aux équations suivantes :

PF' — PF

PF'

(c+ )%+ y?

2

(V(e+a)+y?)
(c+a)’+y’

(c+ 1) = (c— ) — 4d®

2a
PF + 2a

Vie—12)2+y*+2a (16)
(\/(c—x)2+y2+2a>2 (17)
(c—2)* +1y? +4a\/(c — ) + y2 + 4d?

4ar/(c — x)? + y?

dex —4a® = 4dar/(c— x)? + 12
cr—a® = a\/m (18)
(cx —a?)? = (amf (19)
a’ (c2 —2cx + 2 + y2)
a
a

2 4+ 2d%cx + a*2® + a*y?

A —2d%cx +a* =

A% + 2d%cx + a*

<02 - a2) 2 _ a2y2 _ 2 (02 . a2)2
22 y? _
a2z 2—a2
2?2
poi i 1 avecb® =c? —a? (20)

Les équations (16) et (17) sont équivalentes car les membres de gauche et droite
de I’équation (16) sont obligatoirement positifs.
Il est évident que I’équation que I’équation (18) implique I’équation (19). Comme
dans le cas & < 0, Péquation (20) implique 2% > a? et, comme x > 0, nous
devons avoir

T = a.

De plus, nous déduisons de I’hypothese ¢ > a > 0 que
ac > a’.
Des deux précédentes inégalités nous déduisons alors que
cx—at>ac—a®>a*—a*>=0

ce qui garantit que I’équation (14) implique 1'équation (13).

Nous venons donc de montrer que quel que soit le signe de x nos deux équations
sont équivalentes, ce qui termine la preuve.
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Pour éviter éviter de devoir distinguer les cas x > 0 et z < 0, nous pouvons aussi
manipuler I'équation |MF — M F’| = 2a de fagon légerement différente. Les calculs
seront plus compliqués (toutes les étapes n’ont pas été notées!) mais nous aurons
qu’'une série d’équations a traiter. L’équation |MF — M F'| = 2a est équivalente aux
équations suivantes :

MF - MF' = +2a
Vie—a2+92—\/c+22+12 = +2
(Ve o+ e or + ) = (220
212+2y2+20272\/(cf:p)2+y2\/(c+m)2+y2 = 4a?
12+y2+027\/(cf:p)2+y2\/(c+x)2+y2 = 242
22+ + % —242 = \/(cfx)2+y2\/(c+m)2+y2 (21)
(22 +9% + 2 —24%)" = <\/(c—z)2+y2\/(c+x)2+y2)2 (22)
4c22? — 4a%2% — 4(121,/2 = 4a®’c® — 4a*
(@ —a®)z? —a?y? = (P —d?)
eV
a2 2 _a2
Z—z — ?;—; = 1 avecb?=c?—-a? (23)

Il est évident que 1'équation (21) implique I’équation (22). Pour montrer qu'il s’agit
d’une équivalence, considérons I’équation (23) comme vérifiée. Il s’en suit que

Il suit donc de ces deux inégalités que
P4+ -2 >a*+0+a*>—2a* =0

et donc que I’équation (22) implique 1'équation (21).
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Corrigé de l’exercice 16

Y o
[
e

$

==
b
%2..

U

Ex
4
o
}o
)

7

5

v

o 13’1
Py

; : ‘ix“,)%- 7. “)}

il

=T

?,

‘3‘

S

S

- P ad

i

3.

TF
e
f& =
g
R
ki

R

Ale
i
¥

o EED

D X =

TUF

i

—\
>
e
H
i v
[ SR I
¥
~
£l

i
o
2
e
X
o
-
T
=3 T
b

o Xepol & ki TG - [

= f -

Qa
o Une sy mpbe powr e gow W slaph O F g
7= 25 kv Witk (i g X e 0F gy ok

22.10.2022 (21:54) L. Karth Robadey



62 Les coniques

Corrigé de l’exercice 19
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Corrigé de l’exercice 21
(a) Lessommets A et A’ de ’hyperbole sont l'intersection des graphes de y = i ety = x.
Nous avons donc A(1;1) et A'(—1;—1). Il s’en suit que 'axe transverse mesure

A =2V2

et a = %AA’ = /2. Comme les asymptotes sont perpendiculaires, nous devons avoir

a = b= +/2. La demie-distance focale mesure alors ¢ = Va2 + b2 =2 = FF' ou F
et F’ sont les foyers. Ils ont donc comme coordonnées

F(V2;V/2) et F'(—V2; —V2).
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Clear["Global ‘*"]
M={x,y};
F={Sqrt[2], Sqrtl[2]};
FF=-F;
hyp=ContourPlot [
Abs [Norm [M-F]-Norm [M-FF]]==2 Sqrt[2],

(b) In[24]:= ].{X,‘3,3},{y,‘3,3}
inv=Plot [
1/x, {x, -3, 3},
PlotStyle -> {Thickness[0.015],
Dashing [{0.05, 0.05}]}
1;
Show [{hyp, inv}]
3,
2;
alt
OUt[24]:\wwww\wwww\““:““\““\““\

-3 2 = | 1 2 3

2k

Corrigé de l’exercice 22
Variante sans Mathematica

Soit h une hyperbole de foyers F, ' avec F'F' = 2c¢ et un axe transverse de dimension 2a.
Nous pouvons placer cette hyperbole dans un repere et obtenons la figure 21.

Soit P un point de la branche de h située dans les cadrans I et IV. Nous avons alors
PF = (PF — PF') + PF". (24)

Par le théoreme 3.1, nous avons |PF — PF'| = 2a. Le point P étant sur la branche
< entourant > F' nous avons PF < PF’ et donc

PF — PF' = —2a. (25)
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FIGURE 21 — recherche du point le plus proche du foyer F

—
L’abscisse du point P valant au moins a, la premiere composante du vecteur F'P vaut au

moins ¢ + a et donc
PF' > c+a. (26)

En insérant (25) et (26) dans I’équation (24) nous obtenons alors l'inégalité
PF > -2a+ (a+c)=c—a. (27)

Comme l'inégalité (26) est une égalité uniquement si P se trouve au somment de la branche
d’hyperbole considérée, il en est de méme pour I'inégalité (27). Par conséquent, le point
le plus proche de F' est le sommet de la branche d’hyperbole considérée.

Variante avec Mathematica
In25:= Clear ["Global ‘*"]

1, , . 2 2
Nous considérons une hyperbole d’équation % — 4 = 1, a,b € R*, et nous allons
a b ’ ) =+

considérer la partie supérieure de la branche de droite. La fonction ayant pour graphe
cette courbe est

in26]:= f[x_]:=b Sqrt[x~2/a"2-1]
avec = > a. Le foyer F' correspondant a cette branche a pour coordonnées (v/a? + b%;0).
n27:= xF=\sqrt{a"2 + b~2};

Il faut montrer que le point de cette demie-branche qui est le plus proche de F' et le
sommet A(a;0) de 'hyperbole.

Nous devons donc minimiser la distance M F', ou M est un point de la branche de I'hy-
perbole. Afin de simplifier les calculs, nous allons minimiser M F? :

MF2[x_] := (xF - x)"2 + (0 - f[x])"2

"R= o1lect [MF2[x], x]

ut[28]= b2
Out[28] a? — 2v/a? + b2z + (1 + 2) x?
a
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Cette fonction est définie pour x > a comme f et son graphe est un arc de parabole
convexe. Le sommet de la parabole a pour abscisse

In29]:= Simplify [-(-2 Sqrt[a”2+ b~2])/(2(1+b"2/a"2))]

outo]=  a?

NE

2

. . ;. N 2 2 . .
Comme cette abscisse est inférieur2 a a car \/agﬂ < \?7 = % = g, il s’en suit que la

a’
. . . . a
fonction MF2 est strictement croissante et prend son minimum en x = a.

Corrigé de l’exercice 23
(a) Le soleil se trouve au foyer (xp;0) de 'hyperbole avec xr > 0. Nous avons donc
Tp =1/26-1020 + 18- 1020 ~ 6.6 - 10'°m et les coordonnées du soleil sont

(6.6 - 10';0).

(b) La comete est la plus proche du soleil lorsqu’elle se trouve au sommet de ’hyperbole.
La distance séparant la comete du centre du soleil vaut a ce moment r = xp —
V26 - 1020 = 1.5-10'° m. Comme ’énergie mécanique de la comete doit étre positive,
nous avons alors les inéquations équivalentes suivante ou m est la masse de la comete,
M la masse du soleil et G la constante de gravitation universelle :

1 5, mMG

§mv —

0

) 20 MG
> -

war

[2MG
v > /—— ~130000m/s
r

v
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Corrigé de l’exercice 25
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Corrigé de l’exercice 26
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Corrigé de l’exercice 27

Les coordonnées du foyer sont (¢;0) et '’équation de la directrice est de la forme = = d
avec d < 0. Le sommet A(0;0) de la parabole doit satisfaire la définition des coniques par
I'excentricité (définition 1.10) et, comme ’excentricité d’une parabole vaut 1, nous avons
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I’équation suivante :
AF q
l=———=—doncd=—q.
d(A;x=d)  —d 1
Nous déterminons maintenant I’équation cartésienne de la conique. Un point P(z;y) ap-
partient a la conique si et seulement si 1 = 5 i 7 Nous avons donc les équations

. . Pia==q
équivalentes suivantes :

L Vg
|z + 4
(r+q° = (z—q*+y°
dgz = o
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Corrigé de l’exercice 31
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Corrigé de l’exercice 34
Comme ¢, est sous la forme canonique d’une conique il faut étudier le signe des dénominateurs

du membre de gauche pour déterminer sa nature :

0 2
==l
I |

+
_I_

Il s’agit d'une hyperbole de centre (—m;0) et d’axe focal horizontal. Comme
le axe focal est horizontal et la demie-distance focale mesure \/ |m2 — 4| + |3m| =

vVm? — 3m — 4, les coordonnées des foyers sont
(—m £ vm? —3m — 4;0).

Comme les deux dénominateurs sont négatifs, aucun point ne peut satisfaire

m €] —2;0]
I’équation de ¢, : il s’agit d'un ensemble vide.

m €]0; 2[| Il s’agit d’une hyperbole de centre (—m;0) et d’axe focal vertical. Comme

l'axe focal est vertical et la demie-distance focale mesure \/|m2 — 4|+ [3m| =

—

VvV —m?2 + 3m + 4, les coordonnées des foyers sont

(—m; £V —m?2 + 3m + 4).

Il s’agit d’une ellipse ou d'un cercle. Il s’agit d’un cercle si les dénominateurs sont
égaux, d'une ellipse d’axe focal horizontal si le dénominateur de (z + m)? est plus

grand que celui de y? et d'une ellipse d’axe focal vertical sinon. Il faut donc comparer
les dénominateurs, c¢’est-a-dire étudier le signe de (m* —4) —3m = (m —4)(m+1) :

m //]] 2 4
sgn(m?* —3m—4) //// || = 0

_|_
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Remarquons que I'étude du signe n’est pas faite pour m > 2 car nous sommes
en train d’étudier la courbe ¢, pour m > 2. Le tableau de signes nous donne les
situations suivantes :

m €)2;4[| Il s’agit d’une ellipse de centre (—m;0) dont 'axe focal est horizontal

et la demie-distance focale mesure \/ (m?—4) —3m = vVm? —3m — 4. Les
coordonnées des foyers sont donc

(—m £ vVm? —3m — 4;0).
Il s’agit d'un cercle de centre (—m;0)

Il s’agit d’une ellipse de centre (—m;0) dont 1'axe focal est vertical et la

demie-distance focale mesure \/ 3m — (m? —4) = v/—m? + 3m + 4. Les coor-
données des foyers sont donc

(=m; £V —m2 + 3m + 4).
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Corrigé de l’exercice 35

(a)

qmea)

~

3 /‘g

ke sium b

YV o

sy Bewo mes
: (v L),—f, ﬂ\-L

N Cosmalmeal
M3 attephabl G

(b) Clear ["Global ‘*"]
Manipulate [
ContourPlot [
In[30]:= y~2==2x+(m-2) x~2+1,{x,-10,5},{y,-3,3}
1,
{m,0,3}
]
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M
J
12 =D 1]

Out[30]=

Corrigé de l’exercice 36

Clear["Global “*x"]

In[31]:=
B cm_] :=mx"2 + (1 -m) y°2 + 2 x - 2m -3 ==0

(a) Pour compléter le carré, il faut que m soit non nul. Nous devons donc considérer un
cas particulier m =0 :

m =0
In[32]:=

c[0]

Out[32]=24 + ¢y —3 =0

Nous obtenons une parabole d’axe focal horizontal et ouverte a gauche.
Nous complétons les carrés et avons les équations équivalentes suivantes :

m<x2+2£)+(1—m)y2 = 2m+3
m
1
o,
2m? +3m + 1
m

1
m<x2+2x+2)+(1—m)y2 = 2m+3+m
m m
1\? )
mle+—) +(1-m)y” =
m

Pour pouvoir mettre la derniere équation sous la forme canonique d’une conique
a centre, il faut que le membre de droite et le coefficient de y? soient non-nuls.
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Commencgons par calculer pour quelles valeurs de m le membre de droite est
nul :

In33:= membreDroite = (2 m"2 + 3 m + 1)/m;
casParticuliers = Solve[membreDroite == 0, m]
Out[33]= {{m — -1}, {m — —%}}
Considérons ces cas particuliers :
m = —1| L’équations de c_; est équivalentes aux équations suivantes :
~1(z—=1)*+2y* = 0
2y = (¢—1)°
\/iy = o -1

Nous avons deux droites sécantes. Vérifions avec Mathematica :

'"[34]::C[m] /. casParticuliers[[1]]

Out[34]=— 22 + 22+ 2y2 — 1 =0

In[3%]:= Reduce [%, Reals]

Out[35]=y, — _ V1-2x+4a? || _ V1-2x4a?
4 V2 y V2

"B Simp1ity (%]
oupsl=y, _ _y/Clal ) /Clw2
m= _% L’équations de c_y/3 est équivalentes aux équations suivantes :
1 3
5@ =2)"+ oy
32 = (z—2)?
\/gy = 4+xr—2

Nous avons & nouveau deux droites sécantes. Vérifions avec Mathema-
tica :

"= o [m] /. casParticuliers [[2]]

Out[37]:_%2 + 2z + % —2=0

"38= R educe [%, Reals]

Out[38]=y — _ Vi-data® |y = VA—4z+a?
V3 V3

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)
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"B S implity [%]

Out[39]=,, __ _7\MW H - ﬂ

L’équations de ¢; est équivalentes aux équations suivantes :

(x+1)? = 6
r = £V6—1

Nous avons a nouveau deux droites verticale.Vérifions avec Mathema-
tica :

nEO= tml /. me>1

Out[40]=1% + 200 — 5 = 0

Inf41]:= Reduce [%, Reals]

Outlll=p = —1 — /6 || 2 = =1 + 6

me R~ {-1; —%; 0;1}| Pour connaitre la nature de ¢, dans ce cas, il faut

22.10.2022 (21:54)

mettre I’équation sous forme canonique et étudier le signe des dénominateurs
des termes en x et y. Définissons une variable pour chacun de ces dénominateurs :

In[42]:= denX
denY

1/m*membreDroite;
1/(1 - m)*membreDroite;

Si les deux dénominateurs sont négatif, ¢,, est un ensemble vide :

In43]:= Reduce[denX < O && denY < 0, m]

cm N'est donc jamais un ensemble vide.

Si denX est positif et denY négatif alors le graphe de ¢, est une hyperbole
d’axe focal est horizontal :

Inf44]:= Reduce[denX > 0 && denY < 0O, m]

Outlidl=m < —1 || —3<m<0|lm>1 Si

denX est négatif et denY positif alors le graphe de ¢,, est une hyperbole
d’axe focal vertical :

Inf45]:= Reduce[denX < O && denY > 0, m]

Out[45]=—1 <« m < _%

Si les deux dénominateurs sont positifs et égaux , ¢, est un cercle :

L. Karth Robadey
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Reduce [
In[46]:= denX > 0 && denY > 0 && denX == denY,
m
]
Out[46]=ppy —— 1

2

Si les deux dénominateurs sont positifs et si le dénominateur du terme en
x et supérieur a celui en y alors le graphe de ¢, est une ellipse d’axe
focal horizontal :

"= Reduce [denX > 0 && denY > O && denX > denY, m]
outl47=0) < m < 1

Si les deux dénominateurs sont positifs et si le dénominateur du terme en
x et supérieur a celui en y alors le graphe de ¢, est une ellipse d’axe
focal vertical :

Inf48]:= Reduce[denX > 0 && denY > O && denX < denY, m]

Out[48]:% <m<1

Résumé :

e m €] — oo; —1[U] — 0.5; 0[U]1; +o0 : hyperbole d’axe focal horizontal

e M

o m

m

€] — 1;—0.5] : hyperbole d’axe focal vertical
€]0;0.5] : ellipse d’axe focal horizontal
€]0.5; 1] : ellipse d’axe focal vertical

m € {—1;—0.5} : deux droites sécantes

e m = 0 : parabole d’axe focal horizontal

(b)

In[49]:=

L. Karth Robadey

m = 1 : deux droites verticales

m = 0.5 : cercle

Manipulate [

ContourPlot [c[m] // Evaluate, {x, -10, 10}, {y,
-10, 10}],
{m, -2, 2%}
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0235 | [=[r[+]

10 m

Out[49]=

5 _

~10 .
-10 -5 0 5 10

0.235
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Corrigé de l’exercice 37
(a) G) W Qﬂrﬂn gt ;
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Clear ["Global ‘*"]
Manipulate [

ContourPlot [
{y"2==x"2+4x,y==mn},
{x,-11,9},

{y,-10,10},
Epilog -> {
Thickness [0.01],

Line [
Join [
(b) ite0l= {0,017},
{x,y} /. NSolvely~2==x"2+4x && y==m,{x
,V},Reals],
{{0,0}}
]
]
}
1,
{m,-9,9}
]
n—7
682 [EDFIARIE]
Out[50]=
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Corrigé de l’exercice 38

(a) (i)

Pos oms 2= X+iy  x,veR. b\)o@ Csows

Q(};\ C)('}\\{) + 2 ()(‘h\{)
CK L TX ~ YL> 4 (“zx7 1+ zy)

EPQUJ‘, CLV\L Q(l\ %Q»\ \V\nn\&»\mre, \Ouf kY\Ous ‘CL)Q/\/‘O\AS
Oworr Qe @(157 oL - -

X - \sz y
<><+A)L ~\/

Lo \,\b\) Q)LL ‘30\\,\\‘ o ()\aM«xe % \e/\ oL\M Q(ﬂ {oh
\wugsv\aArL Yv :w\\ Cho v Lna \'\Z Lol . '

(i) Clear ["Global ‘"]
flz_] (= z"2 + 2 z
In[51:= Reduce [
{Re[f[x+I y]]l==0, Element[{x,y}, Reals]},
{x,y}
]

Out[51]:<x<_2&&(y::_\/m | y==v2z+2?) || (20 &&
(y==—v2z+2? || y==+2z+12?))

Nous devons donc avoir y = £v/2z + 22 et x € \] — 2;0[. Cette équation est
équivalente & (z + 1)% — y? = 1 ce qui est 'équation d’une hyperbole (mémes
calculs qu’en (a)(i)). Nous pouvons valider ce résultat de la fagon suivante :

ContourPlot [
Re[f[x+I y]]l==0,{x,-3,2},{y,-2,2}
]

In[52]:=
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(ii) Si Re(z) = —2 alors z = —2 + it,t € R. Pour déterminer 1'équation de la
courbe, nous procédons de la facon suivante :

Reduce [
{
x==Re[f[-2+t I]],
y==Im[f[-2+t I]],
Element [{x,y,t}, Reals]
},
y]

In[53]:=
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teReals &&
Out[s3]=x==—4-2Im [ t]+Re[(—2+1t ) "2] &&
y=—Im[(—2+1 t)"2]+2Re|t]

"B Ful1Simplify [%]

Outlsal=t cReals && t*+x==0 && 2t+y==

De la derniére équation, nous tirons ¢ = —(y/2) que nous introduisons dans la
premicre pour obtenir x + y*/4 = 0 donc y? = —4x : 'ensemble recherché est
une parabole.

Nous pouvons valider ce résultat de la facon suivante :

ParametricPlot [
In[55]:= {Re[f[-2+t I]],Im[f[-2+t I]]7Z},
{t,-5,5%}

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)
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Corrigé de l’exercice 39

(a)
dAc, VARSI
O + Y=+t

A /\Q _\8 - Cc\\wl e o honnins ol R:
o Q a L N
0‘;")) -t . ;\1: X+a :

! | \dQK Cyewt

XY= -xi bk Chone :Zxrfw\ ok )<=7{U~~a) ‘

| U;o.‘s,wow' oo ,y= é(\nq);a j--z‘&(:*q) ok
R(xE &t&\k):

\ )‘a».’ ksvl\ s

dﬁ@ O ‘(JQL\.’ QC%UQL\Q_.,

. = Y7
: dfiP ' V T ‘ |
Oltbf\)\ﬁ\mﬂ "\AMV\GMMX \\Qf(tua\,,\p,, e d@(. . D()w
Owowe & =C:> fewe o Cux + bty +C =0 G e
Ce d&(_ \s\ Yo Axf.\' Ct«». ‘Og-o-l- ta +C =0 QJ; 'Q:-a\n

dC&)(_ . oxt+by —at=0
’ GLWLO&X tﬁ/\ (.OO(\AD\A\AL‘,S‘ (LA P o
TN A

de—\‘? —ab=o — C(H(lwa\y {Lym)a =0
| I 2\1'*-3&\/ - X -4t
;2(‘1*%\)1’*0! AT

S
(- o) = e (x-8)
gy de el g (y -2 -8 (x-9)

(b) Voir fichier GeoGebra déposé sur le réseau de 1’école.
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Corrigé de l’exercice 40
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Clear ["Global ‘*"]

a =1

Manipulate [
ContourPlot [

In[56]:= (a-x) "2+y~2+k x"2==a"2,
{x,-5,5},{y,-5,5}
1,
{k,-5,5}
]
k

M
J
052 | D IHIRRIE]

Out[56]=

N
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Corrigé de l’exercice 41
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Corrigé de l’exercice 43
(a) Nous écrivons ’équation de ¢ en fonction du signe de = et y :

22 P

2754_5:1 pour z,y = 0

22—y

—+ —=1 >0,y <0
. 25+ 9 pour x = U,y

a2y

55 +§:1 pour x < 0,y = 0

_x2+_y2—1 <0

5% 5 = pour x,y

Aucun point ayant ses deux coordonnées négative ne satisfait 1’équation de c. Le
graphe de ¢ est donc composé de deux demi-branches d’hyperboles reliées par un

quart d’ellipse :

Clear ["Global ‘*"]

ContourPlot [
{x Abs[x]/25+y Abs[yl/9==1,y==-3/5 x},
{x,-6,9},{y,-4,4},
Epilog -> {PointSize[0.02],Point [{{5,0},{0,3}}]}

(b) In[57):=

]

Out[57]= |
-6
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Corrigé de l’exercice A7
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(b) Clear ["Global ‘x"]
Manipulate [
ContourPlot [

In[58]:= Xx"2+m y~2+y+m==0,{x,-10,5},{y,-10,10}
1,
{m,-5,5%}
]
m n
U

Out[58]=
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Corrigé de l’exercice 48
(a) (i) Pour z € C, nous avons f(z) € {—1+ti:t € R} siet seulement si Re(f(z)) =
—1. Nous déterminons donc la partie réelle et la partie imaginaire d’un nombre
complexe z =z 4+ 1y, x,y € R :

f(z) = flz +iy)
= (z+1+iy)?* — (v +iy + x — iy)?
= (z+1)* +2(z + 1)yi — y* — 42?

=32 +20+1 -2 +2+1)y-i (28)
=Re(f(2)) Im(f(2))
Comme nous devons avoir Re(f(z)) = —1 nous avons les équations équivalentes
suivantes :
Re(f()) = -1
3P+ 2r4+1—9y* = -1
z 1 1
3(a* —25 + = 2 = 24 -
(x 3 + 9) +v + 3
2
3(z—3) ¢
— t7 =1
3 3
w1y
3 Y
 +t7 =1
9 3

Les nombres z recherchés ont donc des images ponctuelles sur une ellipse

e de centre (%;0),

e d’ axe focal vertical (car le demi-axe horizontal mesure g et le demi-axe
vertical \/g > 4),

e de sommet (%, i\/g),

e de demi - distance focale, \/H = % = @,

e de demi - distance focale, H = % = g,

e de foyers (%;:I:\/Tﬂ)

(ii) Nous avons {z € C: f(z) € R} = {z € C : Im(z) = 0}. De I’équation (28),
nous déduisons qu'un nombre complexe z = = + iy, =,y € R, avec f(z) € R
doit satisfaire 1’équation

2+ 1)y=0

ce qui signifie que x = —1 ou y = 0. Les images ponctuelles des nombres
recherchés sont donc sur les droites sécantes

r=—-lety=0.
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(iii) Nous devons avoir Im(z) = 1 donc z =t + 4, t € R. Nous calculons f(z) =
f(t+1-1) en reprenant I’équation (28) et nous obtenons

3242+ 1 — 12420t + 1)1
= —3t2 + 2t + 2(t + 1)i.

f(2)

En posant x = Re(f(z)) et y = lm(f(¢)) nous constatons que les images ponc-
tuelle (z;y) des nombres z =t + i, ¢t € R satisfont les équations paramétriques

_ a2
{x— 3t + 2t, feR

y=2(t+1),
En isolant ¢ dans la seconde équation paramétrique nous obtenons t = & — 1.

En introduisant ceci dans la premiere équation paramétrique nous obtenons les
équations équivalentes suivantes :

Y 2 Y
-a(1) ey )
v 2 23
32
T=-7y +3y—3+y—2
32
x+5=—1y + 4y

Nous cherchons a mettre la derniere équation sous la forme 2p (z — xy) =
2 . : , :

(y — yo)” qui est la forme canonique de sommet (x¢; o), d’axe focal horizontal

et de foyer (:L‘o + 5 y0>. Nous avons les équations équivalentes suivantes :

420 , 16

B N

_4x_2[)+(8>2 — 2_2 § _|_<8>2
373 \3) T 3773
T < _8)2
37Ty T Y73
2 1 8\ 2
2(_2 _ = _ _ 2
(3><x 3) (y 3>

Les images ponctuelles des nombres z avec Im(z) = 1 se trouvent donc sur une

parabole
e de sommet (%, %),
e d’axe focal horizontal,
e ouverte & gauche (car —2 < 0)
e de foyer (3 —2;0) = (0;0) (carp=—2:2=-1).

L. Karth Robadey 22.10.2022 (21:54)



Corrigés d’une sélection d’exercices

93

ContourPlot [

Rel[f[x + I yl] == -1, {x, -2, 2}, {y, -2, 23},
AxesLabel -> {"Re", "Im"},
Epilog -> {
PointSize [0.02],
Point [{
(b) (1) " {1/3, Sqrt[7/31},
{1/3, -Sqrt[7/3]},
{1/3, Sqrt[141/3},
{1/3, -Sqrt[14]1/3}
}]
}
]
Im
oL
outpo]=, . . . | | e
- 1 2
o
ContourPlot [
Im[f[x + I yl] == 0, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
(ii) In[60]:= AxesLabel -> {"Re", "Im"},
ContourStyle -> Thickness[0.01]

]
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Out[60]=

-2

ParametricPlot [
ReIm[f[t + I]],

-> 3/4,

AxesLabel -> {"Re",

AspectRatio

Epilog -> {

In[61]:= PointSize [0.02],

(iii) Point [{

{1/3, 8/3},
{0, 8/3
}H

Out[61]=

=2|-

3

Re

-1.5, 2},

"Im"},

L. Karth Robadey
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Corrigé de l’exercice 49

(a)

Wous c)\)\me @e c (}wm :
ﬂf@
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(28] ()
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Cs-r G- € 8 x) |
-~ ‘c%xmmn(m
--r. k
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(b) Voir fichier GeoGebra déposé sur le réseau de 1’école.
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