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80 Introduction

Terminologie

Le théme du chapitre est feiopagation des incertitudesque l'usage désigne improprement par l'expresstoul
d'erreur.

Prérequis

Le cours Calcul d'erreur, partie pratiguesuppose que ladifférentielles partielle®nt été étudiées préalablement dans
le chapitre Fonctions de plusieurs variables

L'écart-type comme mesure de l'erreur

On peut envisager le calcul d'erreur depuis digeists de vue, principalement
- une théorie des erreurs maximales (Quelltagdtis grande erreur possible ?);
- une théorie des erreurs probables (Si ontefean grand nombre d'observations, comment satistijuement
distribués les résultats ?).

Comme exemple, considérons les notes de 25 élevempété arrondies au demi-point; en d'autrendsr l'incertitude
sur chaque note est de0.25. Quelle est l'incertitude sur la moyenne derdes ?

Du point de vue de l'erreur maximale, on peut exges le cas extréme ou l'erreur effective sur chamte est de
+0.25. Dans ce cas, l'erreur sur la moyenne sersdi de +0.25. Il s'agit évidemment d'une erreur maximale.

Il est trés peu probable que l'erreur effective sbgrande. Les arrondis vers le haut et les disovers le bas se
compensent partiellement et contribuent a rédlgresur sur la moyenne.

En statistique, l'erreur a laquelle nous nous @s®wns est appeléeart-type L'écart-type est une sorte de valeur

moyenne des erreurs effectives (plus précisémeestimateur de la moyenne quadratique des erréfartiees). Les
statistiques nous enseignent que, dans ce cas,eretur sera divisée pay 25 , c‘est—é\—dire%'25 =+0.05. Voici un

exemple numérique:
Notes observées (avec une erreurd®25 sur chaque note)

obs = {6.5, 4., 4.5, 4.5, 5.5, 4.5, 5.,5.,5., 4.5, 4.5,
4.5, 5.5, 4.5, 5., 5.,55 5.5, 5., 45,5 ,5.5, 45, 4.5, 5. };

Appl y [Pl us, obs]
25

noyenneQbs =
4.88

Notes exactes

notes = {5.33, 4.14, 4.54, 4.42, 5.58, 4.59, 5.17, 4.77, 4.83, 4.59, 4.68, 4.58,
5.46, 4.68, 4.88, 5.21, 5.25, 5.45, 4.79, 4.55, 5.12, 5.41, 4.67, 4.32, 4. 95}

{5.33, 4.14, 4.54, 4.42, 5.58, 4.59, 5.17, 4.77, 4.83, 4.59, 4 .68, 4.58, 5.46,
4.68, 4.88, 5.21, 5.25, 5.45, 4.79, 4.55, 5.12, 5.41, 4.67, 4 32,495 }

Appl y [Pl us, notes]
25

noyenneExact e =
4.8784

Erreur effective sur la moyenne
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moyenneCbs - noyenneExact e

0.0016
qui est pai hasar: ici, inférieure g I'erreu donné pai I'écart-typi de +0.0E. En accumular ur granc nombre d'expér-
ences, on pourrait oberver qued.05 représente une sorte de valeur moyenne dageeffectives (plus précisément

un estimateur de la moyenne quadratique des ereffaxtives). Comme les erreurs effectives sonellsment incon-
nues, on recourt a la théorie statistique pour fowsir une estimation.

En multipliant I'écart-type par un factewr 1, sa signification se rapproche d'une erreur mabdpmais avec une
interprétation statistique. Dans notre exemplepremant 2 comme facteur, dire que "l'incertitudedes 0.10" signifie
que

"lincertitude absolue est 0.10 avec une probabilité de 25.

C'est dans ce dernier sens que l'erreur est etiiséphysique (les valeurs numériques sont dorméere indicatif et
peuvent varier selon le probléme traité). C'essiade ce dernier point de vue (multiple de I'ébgré comme mesure
de l'erreur, voir § 4) que, dans ce cours, nougsageons le calcul d'erreur.

§1 La loi de propagation des incertitudes

8 1.1 L'incertitude sur les données expérimentales

Nous considérons la situation suivante:

on mesure deux grandeurs physiques indépendantespuis on calcule la grandeur z au moyen d'undgHéorique
décrite par une fonction f, a savoiezf (x, y).

= |ncertitudes absolues

La mesure de la grandexidonne une valeur numérique numériggeComme la mesure est entachée d'une certaine
incertitude, une deuxieme mesurexddonne une valeut, qui peut s'écarter quelque peuxde

L'incertitude sur la mesure desst généralement notda. Elle vérifie Ax = 0. SouventAx peut étre estimé par l'incerti-
tude de l'instrument de mesure utilisé.

Chaque appareil de mesure devrait étre accompagne documentation technique incluant une estimat®l'incerti-
tude sur la mesure. Kiest une masse, il faut lire la notice du fabricaia balance dans laquelle on devrait trouver
une estimation de l'erreur, par exemfple= 0.5 mg pourx = 100g.

= |ncertitudes relatives

L'incertitude étant non négative, on définit l'it@éade relative comme le rapport de l'incertitédia valeur absolue

AX Y

I X Ly 1

8§ 1.2 Laloi de propagation des incertitudes
Formule de Gauss-Laplace

Les incertitude\x, Ay sur les données vont engendrer une incertitidsur le résultat du calcak= f(x, y). La
"Partie pratiqué se contente de donner la formule a utiliser sgngréoccuper de I'établir.

Pourz= f(x, y), l'incertitude sue est donnée par la formule @auss-Laplace
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af (x, y af (x, y
AZ = ( ) AX + ( ) AY
\ ax ay
ou X,y sont des estimations de la moyenne,desp. dey et

AX, Ay, Az sont des estimations de I'écart-type de la moydemneresp. degy et dez
multipliées par une méme constante positive.

Des formules analogues sont aussi valables ponomnore quelconque de variables indépendantes.
Pour une fonction de trois variables indépendamtes (w, X, y), l'incertitude absolue est

2 2 2

of (w x,y) J° (of (wx y) |° (of (wx y)

+ +

Ly

ow OX

oy

Pour une fonction d'une variable= f(x), l'incertitude absolue eq est

of (x| ’ of () ’
AZ = — AX = AX
ax ()4
Remarque

Les formules suivantes sont fausses
\Vk? =k
\kZ =

k

I+

Pour la premiére, en prenant le contre-exerkple-1, on arrive a £ -1.
Pour la deuxiéme, en prenant le contre-exerpld, on arrive a £ +1.
La bonne formule est

Vie - k)

= [nterprétation statistique

La formule de propagation des erreurs doit étrerfmétée dans un sens statistique. Si on répétmessres de et
gu'on les reporte dans un graphique, on obtierttistogramme. Pour modéliser la situation, on di guest une
variable aléatoire qui a une valeur moyepgpeet un écart-type (voir le graphique ci-dessous). L'incertitude @st
multiple fixé de I'écart-type, par exemplex = 2.5807.



1 a_2-calcul_erreur.nb 5

Sures de ¢
me MAEL S UANLa S

(m&i—v%\“&mme) (}M&{_o%f c,)
T (
[ !

N AR =
Mepune Lo macaune de Ay
(Moaéi&ez&f_&izmq(& ( Mmoo ‘S..E,-Q, +%ON e,
Cown %, wAthd ) Comloe &e demnite”

; |4—$-—D\

La preuve de la formule de Gauss-Laplace est foadel régle statistique affirmant que, pour dasables aléatoires
indépendante&, ), la variance de= f(x, y) vérifie

2 2

of (x, y)
ox

of (x, y)
oy

o2 - o2 o2

m Supplément facultatif: 8 4 Calcul d'erreur (théorie)

Un supplément, particulierement destiné a I'ensgigrexpose les fondements théoriques du calaukdre Sur le site
http://mww.collegedusud.ch/app/applmaths/

sous la rubrigueDocumentsMathematica / Supports de cours

téléchargez le cahiet-calcul_erreur.nb

8§ 1.3 Calcul de l'incertitude par la formule de GatLaplace
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Exemple

g Fx . . . .
On a mesuré les deux composantes d'une fér@e(F ] avec les incertitudaFy, AFy et une massm avec l'incerti-
y

tudeAm. On a obtenu

Fx =0.8 N Fy =14 N nm = 0.185 kg
AmM

AFy =0.05 N AFy =0.05 N — =05 %
n

On demande de calculer l'incertitude sur l'accél#ra

n

a =

Calcul sansordinateur

1° On calcule l'accélération

FZ + F2 0.8 N)2+ (1.4 N)?2 m
:\/X Y :W )7+ " _g71505 "
m 0.185 kg s?

2°a) On calcule les dérivées partielles

da 1 o 1
= — F2+F2)2 =
OFx m@FX(X+ y)
o 11 F
——(FX2+FY2)% (FX2+F§):——(FX2+F2)%(2FX)_—X
m OFy m 2 m\/ﬁ
da Fy

2°b) On calcule les incertitudes

0.5 4
Am=0.5 $m=——0.185kg =9 x10 " kg
100

2 (oa .
+ | — A
3 y

da

Ad =

2 2

2
Fy 7«/F3+Fy2
m[F2+ FZ F2+F2 m.[FZ + FZ t

7
| |

0.185kg ~/ (0.8 N)2+ (1.4 N)2

14 N

0.185 kg \/(0.8 N)2+ (1.4 N)?
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_Wo.s N)?+ (1.4 N)?2 . m
9 <10 % kg ~0.27 —
(0.185kg )2 s2

2°c) Le résultat est arrondi de telle maniére goedrtitude
ne s'exprime qu'avec un ou deux chiffres caratiguiss :

n
a= (87 +03) —
52
m
a= (872 +0.27 ) —
52
3° L'incertitude relative sur I'accélération s'edwdiéimmédiatement;

ici, I'erreur relative est d'environ?a.

a
— = 0.0314763
a

CalculavecMathematica

1°a) Entrer les données numériques

Cl ear [val eurs, erreurs, X, y]
val eurs = {Fx - 0.8, Fy - 1.4, m- 0. 185}

(Fx 508, Fy —14,m -0.185 }

0.5
erreurs = {AFX - 0. 05, AFy » 0.05, am-» — m}
100

(AFX - 0.05, AFy > 0.05, Am- 0.005m }

1°b) Calculez la valeur de I'expression, ici—%n

4 Fx? + Fy?
a=z———/. valeurs
n

8.71595

2° Pour calculer l'incertitude absolue sur I'acelén, il faut veiller a I'ordre des opérations:
le calcul des dérivées partielles doit précédeemeplacement par les valeurs !

2 2 2
4/ Fx? + Fy? 4/ Fx? + Fy? Fx2 + Fy2
Orx | ————— | aFx| + |6 | ————— | aFy| + |6y |———— | am
m m m

Fx? AFx? Fy? AFy? (Fx? + Fy?) an?
+ +
(Fx? + Fy?) m?  (Fx®+Fy?) n? nf
2 2 2
A/ Fx2 + Fy? A/ Fx2 + Fy? ~/ Fx2 + Fy?2
Al = Orx | —— | aFx| + |0ry | ——— | aFy| + |8 |—— | am
m m m

erreurs /. val eurs

0.273761

3° L'incertitude relative sur l'accélération s'eduiéimmédiatement
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Aa

a
0.0314092

m Exercicel-1

Calculez l'incertitude absoluer sur R= Acogy) pour les valeurs numériques
A=03,0=27° =2%, Ap=1°

a) sans ordinateum@ications : (cosy)’ = —sing et l'erreurA¢y doit étre convertie en radians);
b) avecMathematica.

m Exercicel-?2

Sachant que l'erreur relative sugst de 2 % et celle sarde 0.5 %, calculez l'incertitude relative sur

n

o=
4 3
37Tr

a) sans ordinateur;
b) calcul numérique avedathematica;
c) calcul littéral avedathematica.

m Exercicel-3

On a effectué trois mesures indépendantes dedbiesia, b, c:

a\ b2

a 4a b 4ab c AC z = = A4z
1.34 D.03 434 0.2 0.0p7 0.00¢4 Z1 AZ1q
1.36 P.03 435 0.p2 0.0p5 0.004 Z5 AZ >
1.35 D.03 434 0.2 0.0p6 0.00¢4 Z3 AZ3

N . < . al? .
a partir desquelles on a calculé trois valeursdec—. On calcule ensuite la moyenne

1( )
Z =— (Z1+2Z2+Z
1 2 3

Calculezz et I'erreur sue
a) sans ordinateur;
b) avecMathematica.

Indicationpourb)
A une expression, on peut appliquer une liste #stgutions; par exemple:

pq/. {{p»a, g-Db}, {p->3, g-5}}
(8.71595 b, 15 }

m Exercicel-4

Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphsat

suivez les rubrigue®ocumentsMathematica / Annexes / Calcul d'erreur
et téléchagez les cahiers qui se rapportent aa$ayoir
1-Diametre_tube.nb

1-Resistivite.nb

1-Resistivite_compos.nb
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Il s'agit d'exemples de rapports B&vaux pratiques de physique Lisez-les.
m Exercicel-5

Reprenez le rapport d'une expérience de physigee@aus avez écrit (ou qui est en cours de rédgction
Refaites les calculs avétathematica



1 a_2-calcul_erreur.nb 10

§2 Composition des incertitudes

= Notations
I (X) =AX = 1 X 11 (X) Incertitudeabsolu
_ AX I (x) . . .
i (X) = = incertitude relative
X | X 1

= [ntroduction

Etant donné une incertitude relativex) sur la mesure du cété d'un carré, quelle eseltitude relative sur l'aire du
carré i(x?) ?

Onal(x?)~2xAx (voir figure).

. 1(x2 2%A A . L. . . Arz .
Donc |(x2) = % = );ZX = 2—XX = 2i(X). Ainsi, une incertitude de 8 sur la mesure du c6té d'un carré engendre une

incertitude de 6 sur la valeur de son aire.

Des regles de calcul telles qlié@) =2i(x) sont maintenant recherchées. Pour les établis fes déduirons de la

formule de Gauss-Laplace.

m Quelques regles
Incertitude relative sur une fonction linéaire

i (ax ) =i (Xx) (pour aconstant )
Incertitude absolue sur une fonction affine

I (ax+b )= r1ai11l (x) (pour a, bconstants )

Incertitude relative sur la n-eme puissance

1
(WX ) == (x)
2
(1
i ; =31 (X)
i (X" = ina i (x) (pour n constant )

Incertitude absolue sur les fonctions trigonométi)(dtention : exprimea (x) en radians) :

I (cos (X)) = 1sin (x) 11 (x)

I (sin (X)) = 1 cos (x) 1| (x)
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I (X)
| (tan (X)) = —————
cos 2 (x)

Incertitude absolue sur la somme et la différeredelix grandeurs indépendantes
(X+Y) \/l 2 +12 (y)

| le ) 412 (y)

Incertitude relative sur le produit et le quotidetdeux grandeurs indépendantes
i \/ i +i2(y)
\/ i +i2(y)

m Démonstration des régles de composition des incerttdes

Les regles de composition des incertitudes se d&emira partir de la formule de Gauss-Laplace .t til'exemple,

nous donnons la démonstration des regles concdmpriduit de deux variables indépendantes:

2 2

5] o
b (xy) =_||— (Xy) Ax2+[— (xy)| ay? :\/yZAXZJrXZAyZ
X oy
\/y2 AX2 + x2 py? y2 ax2 + x2 py? y )2
i(xy) = = = — | AXS+
Xy (xy)? Xy
12 1,2 AX\2 Ay )2
— AX2+[— ay? = (— +(—y] :Jiz (X) +i2
X Yy X y

La démonstration des autres reégles est laissée @'®xercice (voir Exercice2 1).

m Utilisation des régles de composition des incertitles (exemple)

Sachant que les erreurs relatives sont de 3 %esaybn et de 2 % sur la hauteur, calculez I'emelative sur le

volume d'un cylindre droit.

Utilisons les régles de composition pour I'expras$t = 712 h

i (7r?h) =i (r?h) (7t est une constante
i (rZh) :\/(i (r2))2+ (i (h))? (produit )
i (rz)=2i (r) (puissance 2 )

En enchainant les calculs

i (V) =i (nr2h) =i (rzh):\/(i (rz))2+(i (h))? :J(Zi (r))?+ (i (h))?

J4 (i (r))?+ (i (h))? :\/4 (0.03 )%+ (0.02 )% =6.3

Remarquez que le résultat est indépendantatb.
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m Remarque sur l'indépendance des variables

Nous avons établi que
I (2X) = |2 ] 2aX=2AX

Il s'ensuit que le calcul suivant est faux :

I (2X) =1 (X +X) :\/I2 (X) +12 (x) :\/AX2+AX2 :\/2sz -2 AXx = 1.414 Ax

La raison en est que la régle de la somme porteeux variablex, yindépendantes dont les erreurdx etAy se

combinent aléatoirement. Si par exenmyplest trop petit, il y a une chance sur deuxygseit trop grand ce qui tend a
diminue l'erreur sur la sommet .

Par contre, I'erreur surXest gstématique : six est trop petit, X sera aussi trop petit et I'écart sera méme amblér
2. Lorsqu'on fait I'nypothese que deux variabled swlépendantes, il importe que I'erreur sur laxéeme ne dépende
pas de l'erreur sur la premiére.

m Exercice2-1

Démontrez les formules de composition des incelé$uenoncées dans le § 2 [sans ordinateur].

m Exercice 2 -2

Calculez l'incertitude absoluer sur R= Acogy) pour les valeurs numériques

A=0.3,p=27 °,A—AA =2%, Ap =1° au moyen des régles de calcul du § 2 [sansatedlin].

m Exercice2-3

Au moyen des regles de composition des incertit{@e3, calculez I'incertitude relative sur

n

o=
4 3
37Tr

sachant que l'erreur relative suest de 2 % et celle sarde 0.5 % [sans ordinateur].

m Exercice2-4

On a effectué trois mesures indépendantes dedblesia, b, c:

a Aa b b c a |z = %bz Az
1.34 DP.03 434 0.2 0.0p7 0.00¢4 Z1 AZ1
1.36 P.03 435 0.p2 0.0p5 0.004 Zo AZ o
1.35 DP.03 434 0.2 0.0p6 0.00¢4 Z3 AZ3

5 . p . ak? .
a partir desquelles on a calculé trois valeurzdec—. On calcule ensuite la moyenne

Z = (Z1+Z2+23)

Wl k-

Calculezz et I'erreur suz au moyen des regles de calcul du § 2 [sans omdirjat

m 8§83 Package CalculErreur (facultatif)

Un supplément, particulierement destiné aux étuslian physique expérimentale, est le support desatiun package
consacré au calcul d'erreur.
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Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/appisa
sous la rubrigueDocumentsMathematica / Supports de cours / Calcul d'erreur
téléchargez le cahie8-calcul_erreur.nb



