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83 Les fondements theoriques de
la propagation des incertitudes

Prérequis

Le paragraphe 4 dDalcul d'erreurse fonde sur d'autres chapitres qu'il est cogséfitudier auparavant:
* Fonctions de plusieurs variables | et dérivées pelfes
* Fonctions de plusieurs variables Il et différentiek
* Statistique Il

8 3.1 L'incertitude sur les données expérimentales

Nous considérons la situation suivante:

on mesure deux grandeurs physiques x, y, puis looleda grandeur z au moyen d'une loi théoriquerilé par une
fonction f, a savoir z f(x, y).

La mesure de la grandexidonne une valeur numérique numériggeComme la mesure est entachée d'une certaine
incertitude, une deuxieme mesurexddonne une valeut, qui peut s'écarter quelque peuxde En effectuant une suite
den mesures, on obtient un échantillon de taille

X1, X2, X3, . Xn
D'une maniéere analogue, les mesurey définissent un échantillon de taike
Yi, Y2, Y3, - Yk

Les résultats des mesures peuvent étre résuméemaparametres : la moyenne et l'incertitude. bgemnne arithmé-
tique est une estimation sans biais de I'espéraati®ématique d'une variable aléatoire

A — X1+ Xop+ X3+ ... + Xp
Hx =X =

n
A — Y1+ Y2+Y3+ ..o + Yk
Hy =Y = .

Pour l'incertitude, nous distinguons diverses itna.

m Cas ou l'on dispose d'au moins 6 mesures indépendes

On suppos@ = 6, respectivemerk> 6. Une estimation non biaisée de I'écart-type datamble aléatoireX associée a
x est (voirStatistique Il, 8 2.5

2 2 2
B T o L

Ox =
n-1

Les fluctuations aléatoires de la moyemiéX) den variables indépendantes sont plus faibles queseikX. Plus

précisément, I'écart-type est divisé yar , respectivement pafk (voir Statistique 11, § 2.4

2 2 2
. oAx (le)?) + (Xz—;) o+ (an)T)

Jn nn-1)
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A oAY (Y1—)T)2+ (Y2—)T)2+ .+ (yk—ﬂz
UK k (k-1)

Il est peu probable que la valeur absolue de Uerkezx —§| soit supérieure a 2 ou 3 fois I'écart-type. Adgdinit-on

l'incertitude absolue comme étant un multiple piosxe de I'écart-type

A
Ox .
AX =C - —— ou c>0

Vn_

Dans le cas ou la distribution est normale et leesia constante de proportionnalité vast2.58, le 9% des valeurs
dex tombent dans l'intervallgix — Ax, ux + AX].

Avecc=1, ce serait le 68%.

Avecc =2, ce serait le 95%.

Avecc= 3, ce serait le 99.%.

95.4 %

I
!
1
1
1
1
1
1
Y
n

U-O [t U+CO u-20 u u+20
99 % 99.7 %
u-258 o u u+258 o u-3o u u+3o

Si la distribution n'est pas normale, par exempla densité de distribution n'est pas symétriquear deu, alors les
pourcentages donnés ci-dessus dépendent de la flertaecourbe. Qualitativement, on peut cependasonner d'une
maniére semblable et affirmer qu'il est pratiqueneentain queux — 30 < X< ux +30.

On choisit la méme valewrpour toutes les variables. Nous verrons (danpaeagraphes 3.3 et 3.4) qu'on retrouve

alors cette valeur dans le résultat du calcul :
A
AX = C - OM (X)
A
Ay =C - Omqy)

ANZ =C - Oz

Finalement

b -5) e (o -%) e o (oK)

n(n-1)

AX =C -
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o7 e 7 )’

k (k-1)

AY =C -

L'hypothése les n mesures de x sont indépendangss difficile & remplir. Pour un statisticien,sdeesuresndépen-
dantes sont effectuées par des équipes différentes daetres appareils de mesure. Si on répéte les ewsur le
méme dispositif expérimental, le risque est grand gertaines erreurs soient entachées d'un bisiénsatique. Il

A
Ox

s'ensuit alors que l'incertitude donnée par la odghx = ¢ - est sous-évaluée. C'est pourquoi, dans la pratique

n
la méthode que nous venons de décrire est assattifieée. Elle joue par contre réle théorique imignt car c'est a
partir de ce point de vue que la théorie de la @gafion des incertitudes a été développée.

m Lorsqu'on ne dispose que de 1 a 5 mesure(s)
ou lorsque les mesures ne sont pas indépendantes

Sin=5 ou si les mesures ne sont pas indépendantesnsidere généralement que I'estimatignn‘est pas fiable. Il
faut alors définir l'incertitude par un autre moy&ouventAx peut étre estimé par l'incertitude de l'instrubbm
mesure utilisé.

Si x est une masse, il faut lire la notice du fabricdaia balance dans laquelle on devrait trouverastienation de
l'erreur, par exemplax = 0.5mg pourx = 100g. Siy est une température mesurée au moyen d'un thetneyroa

peut, par des expériences préalables, comparemiaérature donnée par le thermomeétre au pointsienfal'un corps
dont la température de fusion est connue et astisher I'erreudy. Chaque appareil de mesure devrait étre accompa-
gné d'une documentation technique incluant unenatitin de l'incertitude sur la mesure.

m Incertitudes relatives

L'incertitude étant non négative, on définit l'itéade relative comme le rapport de l'incertitédia valeur absolue

AX Y

I X Ly |

§ 3.2 Estimation de l'incertitude au moyen d'umeutation
Exemple

Fx

R
On a mesuré les deux composantes d'une féree(F
y

] avec les incertitudaF,, AF, et une massm avec l'incerti-
tudeAm. On a obtenu

F, =0.8 N Fy =14 N m= 0.185 kg
AFy =0.05 N AFy =0.05 N Am= 0.001 kg

On demande d'estimer l'incertitude sur l'accélénati

n

a =

La méthode que nous allons utiliser est appelé#node de Monte Carlo

Premiereétape en considérarf,, Fy etm comme des variables aléatoires, estimons leurs-&pes respectife, oy

eton. En admettant que

AFy = 258 oy AFy = 2.58 oy Am=2.58 op

ce qui, pour une distribution normale, correspom@deuil de confiance de 98 nous en déduisons
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AFy ARy A
= = 0.02 Oy = 0.02 om= —— = 0.0004
2.58

" 258 258

Ox

Le choix de la valeuec = 2.58n'influence pas le résultat car c'est la mémeuvalec que I'on retrouvera dans le résultat
(voir 8§ 1.3 et exercice 1-2).

Deuxiémeétape: on tire au hasand valeurs d¢F,, Fy, m) distribuées comme suit:

Fx est une variable aléatoire normale de moyennet&cart-type 0.02;
Fy est une variable aléatoire normale de moyennetld#cart-type 0.02;

m est une variable aléatoire normale de moyennes(1i8'écart-type 0.0004

di strX=Normal D stribution[0.8, 0.02]
distrY=Normal Di stribution[l.4, 0.027];
distrM= Normal Di stri bution[0.185, 0.00047;

NormalDistribution [0.8,0.02 ]

n = 60;
echX = RandonArray [di str X, n]

RandomArray [NormalDistribution [0.8,0.02 1,60 ]

echY = RandonArray [di strY, n]

RandomArray [NormalDistribution [1.4,0.02 1,60 ]

echV = RandomArray [di strM n]

RandomArray [NormalDistribution [0.185, 0.0004 1,60 ]

. , | F2+F2
Troisiémeétape: pour chaque valeur C(EX, Fy, m), nous calculons la valeur correspondanta de% eten

formons une liste de valeurs

Al Fx2 + Fy?

a=———/. {Fx > echX Fy - echY, m- echM}
m
(+/ (RandomArray [NormalDistribution [0.8,0.02 1,60 1%+
RandomArray [NormalDistribution [1.4,0.02 1,60 1%))/
RandomArray [NormalDistribution [0.185, 0.0004 1,60 ]

Quatriemeétape: nous calculons I'écart-type de la liste

sa = St andar dDevi ati on[a]

StandardDeviation [ (\/ (RandomArray [ NormalDistribution [0.8,0.02 71,60 1%+
RandomArray [NormalDistribution [1.4,0.02 1,60 12) ) /
RandomArray [NormalDistribution [0.185, 0.0004 1,60 ] ]

puis l'incertitude correspondante

Aa = 2.58sa

2.58 StandardDeviation [ (+/ (RandomArray [NormalDistribution [0.8,0.02 1,60 1%+
RandomArray [NormalDistribution [1.4,0.02 1,60 12)) /
RandomArray [NormalDistribution [0.185, 0.0004 1, 60 ]}

Si on exécute une nouvelle fois le programme prtgde résultat pourra étre un peu différent. Rahtenir des
résultats moins fluctuants, on pourrait augmermteleur de. Mais la simulation a été faite pour comprendredaure
stochastique de l'incertitude et c'est habituellgrpar une autre méthode que I'on calcule I'erreur.
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8 3.3 Le modele théorique pour une mesure

m Variables aléatoires

X etY étant des variables aléatoires d'espérapgesuy et d'écart-typesry, oy, il s'ensuit que l'expression
Z = f(X,Y) représente une variable aléatoire dont I'espéraniécart-type sont not¢s eto,. Ce modeéle est utilisé
losqu'on ne dispose que d'une seule valexratey (c'est-a-diren= 1 etk = 1).

Nous effectuons maintenant un changement de vasagpel&€entrage

AX = X - Ly

AY =Y - Ly

Z=f (ux + AX, uy + AY)

AZ =f (ux+oX, py +AY) = (ux, wy)
Z=f (ux, py) +2Z

Les grandeurs physiquest y peuvent étre indépendantes ou liées par unearldfious supposons par contre que les

variables aléatoire&X et AY sont indépendantes. En effaX et AY représentent les multiples sources d'imprécision
qui peuvent affecter le résultat d'une mesure iesapt aléatoires. On a

E (aX) =E (X-pux) = E(X) -

X
E (AY) =E (Y -uy) =E (Y) —py =
E (8Z) =E(Z-f (ux, py)) =E (Z

0
0
) -F (ux, py) =pz-f (ux, wpy)

On doit distinguer

wz=E(Z) =E(f (X, Y))
f(ux, py) =f (E(X), E(Y))

Cependant, lorsqu'on ne dispose que d'une seuleengse nous notortg, ), leurs estimateurs coincident

A A

Z) =f (x,y)

-+ T
N
Il
m

(MAX, /lAY> =f (x, y)

m Linéarisation par la différentielle totale

Dans le but de déterminetz, nous approximons l'accroissement de la fonctigrar la différentielle totale (voir cours
Fonctions de plusieurs variables, § 4

AZ =T (ux+OX, puy +AY) -F (ux, dy)

of , of ,
47 - (Uxs My) AX s (Ux, My) AY
ax ay

= Variance d'une somme de variables aléatoires indépdantes

of

, of (1, .
%AX et LW Ay sont des variables

Dans cette derniére expression, les différentiglasielles 5

aléatoires indépendantes. D'apres le c8tafistique I, § 2.30on a
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) of (ux, wHy) of (ux, uy)
02=V (dZ) =V | ——— " AX|+V |———= " aY
X oy
of : 2 of : 2
_ [—(“X MO (a0 [—(“X LR IRV
X oy
of (ux, uv) 2 [@f (ux, )2,
=|——— | ox"+|—— | Oy
X oy
of (ux, uy) 2 of (ux, wuy) 2
=|————— Oox| +|——— oy
X oy
Donc
of (ux, uy) 2 (of (ux, uy) 2
oz = — Ox| + |—— oy
X oy
m Loi de propagation des incertitudes
En multipliant les deux membres par une constansdipe ¢
of (ux, wy) 2 [@f (LX) 2
Coz-= ————————cCox| +|——— coy
X oy

. ) A . L . :
En remplacant les espérances par les estimagigns X, uy =y et les écart-types par les estimations des ingees (

voir § 1.1)Ax = can, Ay = caAy, Az= caAz, on obtient la formule de propagation des inagidts (formule de Gauss-

Laplace)

AX Y

OX

[af (X, ) 2 [af (X, y)
NZ = _— | —

oy

8 3.4 Le modele théorigue pour une moyenne de e®sur

m Variables aléatoires

Dans le cas o et y sont des valeurs moyennes, il faut écrire

1

M (X) = — (Xg +Xo +... +X5)
n
1

M (Y) :; (Yr+ Yo+, +Yy)
(

Z-f (M(X), M(Y))

ol nous supposons giXe, X 2, ..., X  sontindépendantes¥t, Y ,, ..., Y  sontindépendantes.
Comme dans le § 1.2, nous ne disposons que d'uteeateservatiork deM (X) et V deM(Y).

m Ecarts-types

Dans la formule correspondante du paragraphe énplacons les variables, Y par M (X), M(Y) respectivement.
Nous obtenons
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[@f (UM (X)s MM (Y)) 2 [@f (UM (X)s MM (Y))
Oz = OM (X) + OM (Y)
X oy
(@f (Lxy M) 2 [@f (Lxy M) 2
= . OMX) | t| T oMy
X oy
dans laquelle on a (vo8tatistique I, § 2.1
S (X) Ox
UM(X>:S(M(X)): =
Vnoo WAn
S (Y) oy
oMy, =SM(Y)) = —— = —
vk Ak
= Loi de propagation des incertitudes
En multipliant les deux membres par une constansdipe c
of (ux, wy) 2 (of (ux, my) 2
C oz = —— Comx)| +|——— Com(,
X oy

. A — A — . Lo .
En remplagant les espérances par les estimajigns X, uy =y et les écart-types par les estimations des ihages

A A A . . . .
AX=Cowmix), AY=Com), Az=Coz, on obtient la formule de propagation des inagtes (formule de Gauss-
Laplace)

_ 2 — 2
X oy

Exercices du 8 4

m Exercice 4-1

Au moyen de simulations, estimez I'incertitudetiedﬁ% surz=xy pour les valeurs numériquesx=0.3,y=7,
AX

X _2g, Y _19.
X y

a) Avecn=10000 et = 1; effectuez plusieurs simulations et conservesg tes résultats.
b) Avecn=10000 et = 3; effectuez plusieurs simulations et conserveg tes résultats.
c) Comparez a) et b); observez-vous une différemp@ficative ?

L'incertitude est-elle vraiment indépendanteadedleur de ?
d) Comparez les résultats obtenus en a) et b)lavfeemule théorique

AZ AX

X

2 ay2
1y
y

1 Z 1



