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B § 2.4 Méthodes itératives de type point fixe

Il n'existe pas de méthode efficace basée sur la bissection pour résoudre un systéme de plusieurs équations a plusieurs

inconnues. C'est pourquoi nous continuons notre recherche de méthodes.

L'intérét des méthodes de type point fixe est qu'elles peuvent aussi s'appliquer a des systémes de plusieurs équations a
plusieurs inconnues. De plus, certaines d'entre elles - la méthode de Newton - convergent rapidement, ce qui permet

d'atteindre une grande précision a moindre cofit.

m Méthode de base

m Activité d'introduction

Régler votre calculatrice en radian. A partir de la valeur initiale 1, calculez le cosinus, puis le cosinus du résultat, puis

encore le cosinus du résultat et ainsi de suite. Vous obtenez une suite de nombres

1, 0.5403023058681, 0.8575532158464,
0.6542897904978, 0.7934803587426,
0.7013687736228, 0.7639596829007,

qui tend vers r=0.7390851332152

Répétez I'expérience en partant d'une autre valeur initiale, par exemple 0.2 Vous obtiendrez ainsi une autre suite de

nombres qui tend vers la méme limite.

Par construction, la valeur de la limite est une solution de I'équation x = cos(x). Nous constatons qu’en itérant une
fonction, nous pouvons obtenir une solution d’une équations. La valeur valeur vers laquelle converge 1’itération est un

point fixe de la fonction :
m Définitions

Soit x — g(x) une fonction continue.

Tout nombre réel r tel que r = g(r) est appelé point fixe de g. Dans I'activité précédente,
= 0.7390851332152 est un point fixe de la fonction g(x) = cos(x).

Pour une valeur de démarrage xo donnée, la méthode qui consiste a construire la suite de nombres
X1 =g (X0), X2=9(x1), X3=9g(x2), X4=9 (x3),

est appelée méthode itérative de type point fixe. La fonction g est appelée fonction d'itération.

Si la suite (x,),cn converge vers un nombre 7, cela a pour conséquence que g(r) = r (ceci est garanti uniquement si g

est continue), autrement dit que 7 est une solution de 1'équation x = g(x).

= Interprétation graphique

L'équation x = cos(x) possede une et une seule solution comme le montre la figure suivante. La solution est située dans

l'intervalle [0; g].
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Plot[{x, Cos[x]}, {x, -2 m, 2n}, Ticks » {Range[-2n, 27, —], Automatic}]
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Pour illustrer la méthode itérative de type point fixe, effectuons un zoom qui représente la situation dans le carré
[0.7; 0.8] x [0.7; 0.8] (voir la figure ci-dessous).
On a choisi comme valeur de démarrage x0=0.78
La valeur suivante est x1=g(xp)=co0s(0.78)=0.71
Graphiquement, pour passer de x¢ a x;, on suit le chemin suivant:
(x0, 0) estun point sur l'axe des x;
(x0, g(x0)) = (x0, x1) est situé sur la courbe de la fonction y = g(x);
(x1, x1) est situé sur la droite y = x;
(x1, g(x1)) = (x1, xp) estsitué sur la courbe y = g(x);
(x2, x7) estun point sur la droite y = x;
etc.

On parcourt ainsi un chemin qui passe alternativement d'un point sur la courbe a un point sur la droite. En reliant ces
points, on obtient la figure suivante.
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La méthode converge vers le point fixe (r, r) qui est situ¢ a l'intersection de la courbe et de la droite.

N

Si la méthode démarre d'une autre valeur initiale prise dans la méme région, la suite tend vers le méme point fixe. Par

exemple, pour xy =0.72,

E RKE & &

La résolution de n’importe quelle équation peut se ramener a la recherche du point fixe d’une fonction. En effet, un
nombre 7 est une solution de I’équation f(x)=0 si et seulement si » est un point fixe de la fonction A(x) =x + f(x)

Y xa X3 XL

N

(preuve dans ’exercice 2-4-2). L’exemple suivant est une illustration de ce résultat.
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= Exemple 1

Résolvons I'équation par une méthode itérative de type point fixe.

Dans une premiére étape, mettons 1'équation sous la forme x = g(x), c'est-a-dire
x =4 -1n (x) avec g (x) = 4-1n (x)
Par une méthode graphique, déterminons une valeur de démarrage :

Clear[gl; g[x_] :=4-Log[x];
Plot[{x, glx]}, {x, 1, 5}]

5 -

4

3 -

2 -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3
Choisissons
x0=3.;

Appliquons la méthode d'itération x1=g(x0), x2 =g(x1), etc.

{3., 2.90139, 2.93481, 2.92336, 2.92727,
2.92593, 2.92639, 2.92623, 2.92628, 2.92627, 2.92627}

On observe que la suite tend vers un point fixe

2.92627

Représentons graphiquement la situation sur l'intervalle [2.89; 3.01]
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Calcul avec Mathematica

Pour appliquer itérativement une fonction a une valeur initiale, on utilise la commande NestList. Pour I’exemple 1,

cela donne

NestList[g, x0, 12]
{3., 2.90139, 2.93481, 2.92336, 2.92727, 2.92593,

2.92639, 2.92623, 2.92628, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627}

Pour que Mathematica fasse I’itération jusqu’a ce que le point fixe soit atteint, on utilise les fonctions

FixedPointList ¢t FixedPoint :

FixedPointList[g, x0]

{3., 2.90139, 2.93481, 2.92336, 2.92727, 2.92593, 2.92639, 2.92623, 2.92628,
2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627,
2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627,
2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.92627}

NumberForm[FixedPoint[g, x0], 16]

2.926271062443501

= Exemple 2

Résolvons I'équation par une méthode itérative de type point fixe
2*=5-x

Mettons-la d'abord sous la forme x = g(x)

x=5-2% avec g (x) =5-2%
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Déterminons une valeur de démarrage

Clear[g]; g[x_]1 :=5-2%;
Plot[{x, g[x]}, {x, 0, 3}]
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Choisissons
x0=1.5;

Appliquons la méthode d'itération x1=g(x0), x2 = g(x1), etc.

{1.5, 2.17157, 0.494857, 3.59082, -7.04881, 4.99245, -26.8329, 5., -27., 5., -27.}

On observe que la suite diverge. La méthode d'itération ne donne pas de résultat.

Représentons graphiquement la situation sur l'intervalle [-8; 6]
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Par conséquent, la méthode du type point fixe n'est pas applicable a toutes les situations.

Remarquons cependant que, si dans un voisinage d’un point fixe xg, la fonction g est continue et

- son graphe est plus proche de I'horizontale que de la verticale alors la méthode converge vers xo;

- son graphe est plus proche de la verticale que de I'horizontale alors la méthode ne converge pas vers xo;

- la pente de la tangente au graphe au point fixe vaut -1 ou 1, nous savons pas si la méthode converge.

m Exercice 2-4-1

a)

b)

©)

d)

On donne une fonction d'itération g et une valeur de démarrage xo;

g(X)=V1+X/ X0=2.
)] Imprimez un graphique contenant les graphes des fonction y =x et g (utiliser I’option

GridLines—Automatic) puis estimer graphiquement les dix premicres itérations.

(i1) Calculez les dix premiéres itérations a I’aide de Mathematica.

(iii)  Si la suite converge vers un point fixe », de quelle équation 7 est-il solution ?

Idem pour les données suivantes avec 5 itérations :

1
Xp = —.
2

Idem pour les données suivantes avec 5 itérations

g(X):XI Xo:2.

1

(x) !
g (x) = — Xo = —.
X, 2
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m Exercice 2-4-2

Soit f une fonction réelle et » un élément du domaine de définition de /. Démontrer que 7 est une solution de 1’équation
f(x)=0 si et seulement si  est un point fixe de la fonction A(x) =x + f(x)

m Exercice 2-4-3

Soit I’équation 1 - ;—xz =0.

a) Approximer au centiéme, sans Mathematica, la solution positive de cette équation avec la méthode de type
point fixe de base.

b) Déterminer avec Mathematica la solution positive de cette équation avec la méthode de type point fixe de base.
Itérez jusqu’a ce que 1’évaluation du membre de gauche de 1’équation avec I’approximation fournie donne une
valeur absolue inférieure a 10°'° (utiliser NestWhile).
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= Amélioration de la méthode (facultatif)

= Exemple (facultatif)

Nous allons montrer que toute équation de la forme f(x) = 0 peut se mettre sous la forme x = g(x) de plusieurs
maniéres différentes. Prenons 1'exemple de 1'équation

I
qu'on peut d'abord mettre sous la forme f(x) = 0
X3 - m =0
Transformons I'équation pour la mettre sous la forme x = g(x)

X -Vx+2 =0
= 0=-x>+Vx+2
&= x=x-xX+Vx+2

= x=g(®x) avec g(x)=x-xX+Vx+2
Appliquons la méthode d'itération de type point fixe a partir de la valeur initiale xo= 1.5

x0=1.5;
Clear[g]l; glx ] :=x-x3+Vx+2

NestList[g, x0, 5]

{1.5, -0.00417131, 1.40857, 0.460116, 1.93118, -3.28837}
X5 est situé hors du domaine de définition de la fonction g. La méthode itérative échoue.

Mais il existe d'autres manicres de mettre I'équation donnée sous la forme x = g(x). On peut, par exemple, multiplier les

, . , 1
deux membres de 1'équation donnée par —:
4

X3-\/)1(+2 =0
= Z(x3-\/x+2)=0

= 0 :'%(X3—\/x+2)
= x x4 VR
1
g(x) avec g(x)zx_z(xs_m)

—~ X

Appliquons la méthode d'itération de type point fixe a partir de la valeur initiale xo= 1.5
x0=1.5;

1
Clear[gl; glx ] :=x-— (x*-Vx+2)
4

NestList[g, x0, 5]
{1.5, 1.12396, 1.21086, 1.215, 1.21486, 1.21486}

Cette fois, la méthode converge.

On peut généraliser le procédé pour mettre 1'équation f(x) = 0 sous la forme x = g(x) :
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f (x) =
S Af (x) =0 pour une constante non nulle X
=0 =-Af (x)
= X = X - Af (x)

= X = g (x) ou g(x) = x - Af (x).

Dans I'exemple précédent, nous avons vu que, pour A = 1, la méthode ne converge pas tandis que pour
A= i—, la méthode converge. La question qui se pose est donc "Comment choisir A pour que la méthode converge ?", si

possible rapidement.

m Généralisation (facultatif)

La méthode d'itération du point fixe converge bien lorsque 1'allure générale de la fonction g est proche de I'horizontale.
L'idée est donc de choisir A de telle sorte que le graphique de g soit le plus horizontal possible.

Plus précisément, soit [a, b] un encadrement de la solution » cherchée, c'est-a-dire a < r < b; nous allons choisir A de
telle sorte que g(a) = g(b) (voir la figure ci-dessous).

f (x) =
< Af(x) =0
=0 =-Af (x)

& X = X - Af (x)

= x = g (x) ou g(x) = x - Af (x)

On veut choisir A de telle sorte que g(a) = g(b), c'est-a-dire
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Exemple

G =VxTT
= f(x)=0 ou fx)=x*-vVx+2

Cherchons d'abord un premier encadrement [a, b] d'une solution

Clear[f]; f[x_] :=x3-4x+2 ; Plot[£f[x], {x, 0, 3}]

25+

20+

15+

10+

0.223591

La fonction d'itération est

Clear[gl]l; g[x ] :=x-A*f[x]

a+b
2

x0 =
1.25

FixedPointList[g, x0]
{1.25, 1.21638, 1.21497, 1.21487, 1.21486, 1.21486, 1.21486,

1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486}

La convergence est rapide.

= Méthode pseudo-Newton

Nous adoptons maintenant un autre point de vue.
Soit [a, b] un encadrement d'une solution de I'équation fx) =0.

Une valeur de démarrage xj étant donnée (typiquement, xo = %), on fait passer par le point (xy, f(x()) une droite de

pente m dont I'équation est
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y=mx+p ou p esttel que ladroite passe par le point (xq, £ (xp))
f(x0) = mxo+tp = p = £ (x0) - mxo
y=mx + (f (xg) - mxg) = m(x - x9) + £ (x0)

7

Nl — — — —

La méthode pseudo-Newton consiste a choisir comme valeur de m la pente de la droite qui passe par les points
(a, f(a)), (b, f(b)). En d'autres termes, la droite qui passe par le point (xg, f(x)) est paralléle a la droite qui passe par
les deux points (a, f(a)), (b, f(b)). On obtient

La prochaine valeur approchée x; est 1' intersection de la droite avec 1' axe des x :

m(x - Xg) + £ (x9) =0

= m(x - x0) =- £ (x0)
— x-x9 = - — f (x0)
m
&= x = x1=X9- — f (x0)
m
Exemple

G =VxTT
= f(x)=0 ou fx)=x*-vVx+2
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Cherchons d'abord un premier encadrement [a, b] d'une solution

Clear[f]; f[x ] :=x3-4x+2 ; Plot[£f[x], {x, 0, 3}]

25+

20

15+

10+

Choisissons a et b puis calculons m

f[b] - f[a] a+b
a=1;, b=1.5,m=——"""7"7"7—, x0= —;
b-a 2

La fonction d'itération est

1
Clear[gl; glx_ ] :=x- — £f[x]
m

FixedPointList[g, x0]

{1.25, 1.21638, 1.21497, 1.21487, 1.21486, 1.21486, 1.21486,
1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486, 1.21486}

La convergence est rapide!

= Comparaison de la méthode itérative du point fixe améliorée et de la méthode pseudo-Newton
(facultatif)

Soit @, b un encadrement d'une racine r de 1'équation f(x) = 0.

Comme valeur de démarrage, posons Xo= %.
D'un premier point de vue, on définit
b-a
A= —— et g(x) = x - AF (x)
f (b) - £ (a)

puis on calcule les itérés

x1 =g (xX0), X2=9g (x1),
Globalement, on a

b-a
X1 =g (x9) =xg-Af (x9) = xg— ——— [ (Xop)
f(b) - f (a)

D'un deuxi¢éme point de vue, on calcule
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puis on calcule les itérés

x1=x0-— f(X0), x2=x1-—1(x1),
m m

Globalement, on a

x1=%x0-—f(x0) =x0- ———— £ (x0) =x0- —— [ (x%0)
m f)-f (@) £ (b) -1 (a)
ce qui montre que les deux points de vue coincident avec A = ;—

Pour les applications et les exercices, retenons la formulation suivante.
D'abord, on définit

f (b) - £ (a)
m= 7
b-a
g(x) = x - —f(x)
m

puis on calcule les itérés

X1 =g (X0), X2 =g (x1),

Dans les exemples, on constatera que, le plus souvent, cette méthode converge rapidement.
Il est ainsi peu coliteux d'atteindre une grande précision.

m Méthode de Newton

Newton a proposé¢ une méthode numérique dont nous nous sommes inspirés. Dans la méthode de Newton proprement

dite, la pente varie a chaque pas

m=my = pente de la tangente au graphe fen (xg; £ (xg)) puis

m=m; = pentede la tangente augraphede fen (x1; f (x1)) ,

La méthode de Newton ne nécessite pas un encadrement [@, b] d'une solution mais seulement une valeur de démarrage
X0
L'é¢tude de la méthode de Newton est reportée a plus tard, apres 1'étude de la notion de "dérivée d'une fonction" (la

notation est m = f” (xg) ).

m Exercice 2-4-4

On consideére I'équation

x=3-x
a) Déterminez le nombre de solutions.
b) Déterminez graphiquement un encadrement des solutions.
c) Au moyen de la méthode pseudo-Newton, déterminez une valeur numérique des solutions

a 6 chiffres significatifs.
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m Exercice 2-4-5

On consideére 1'équation dans laquelle 'angle x est exprimé en radians

sin (x) o5
X
a) Déterminez le nombre de solutions dans I'intervalle ]0; z|
b) Déterminez graphiquement un encadrement des solutions.
c) Au moyen de la méthode pseudo-Newton, déterminez une valeur numérique des solutions

a 6 chiffres significatifs.

m Exercice 2-4-6

On a déterminé le zéro de la fonction dessinée ci-dessous par la méthode pseudo-Newton
en partant de I'encadrement initial a = 0.2, b= 1.4, et de la valeur initiale xo = 0.8

1of
i‘“02“‘04“‘06“‘08“‘10“‘2“‘14
_1;; /
[ I

On demande d'illustrer graphiquement la méthode pseudo-Newton en construisant x|, x;, x3 dans le graphique donné

(apres avoir imprimé celui-ci).
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m Exercice 2-4-7

On consideére 1’équation

a)

b)

¢)

3¥="7-x.

Mettez 1'équation sous la forme f(x)=0

Montrez que l'intervalle [1; 3] contient une solution.

Imprimez le graphique de la fonction f sur l'intervalle [1; 3].

En partant de la valeur de démarrage x¢ = 2, construisez graphiquement (du point de vue

de I'équation f(x) = 0) la premiére approximation x; donnée par la méthode pseudo-Newton.
Construisez aussi x;.

Ecrivez la fonction d'itération g de la méthode pseudo-Newton

Imprimez le graphique de la fonction g sur l'intervalle [1; 3].

En partant de la valeur de démarrage x¢ = 2, construisez graphiquement (du point de vue

de I'équation g(x) = x) la premiére approximation x; donnée par la méthode pseudo-Newton.

Construisez aussi x;.

m Exercice 2-4-8

Définissez un module pseudoNewton[£f, {a,b},x0,n] retournant les n itérations de la méthode pseudo-Newton

appliquée a la résolution de I’équation f(x) =0, ou [a; b] est un encadrement d’une solution et x0 la valeur initiale de

I’itération. Utilisez 1I’exemple de la théorie comme test.



