§2

Interpolation orthogonale

Pour résoudre un probleme d’interpolation, ilmstsible de choisir différentes familles de fomsiae base. Ce
choix dépend des contraintes que I'on se posegxEmple, en exigeant que l'interpolant soit péqoei. Une
contrainte intervenant dans les choix des fonctites base est aussi la complexité des calculs édale ce
choix. Nous avons vu qu'il pouvait étre dans certas relativement aisé de calculé l'interpolack €xercices
1-3 et 1-6). Le but de cette section est de passesvue quelques cas ou la résolution est desphyse.

§2.1 Interpolation diagonale, interpolation de Lagrange

Nous allons considérer dans cette sous-sectioaslele I'interpolation polynomiale. Nous verrons tpéase de
Lagrange est une liste de fonctions de base quiosstruite de maniere a réaliser umterpolation diagonale,
c’est-a-dire une interpolation amenant a résoudrsysteme d’équations linéaires dont la matricalegjonale.
Nous verrons ensuite comment construire cette base.

Exemple introductif

Déterminer le polynéme de degté qui passe par les 3 points

Po (1, 3), P1(2;,5), Po (3 -1).
Premiereméthode Choisissons les fonctions de b%];e t, tz}.
11 1y (co 3
1 24| |cy|=15
139/ \c, -1

La matrice du systéme linéaire est pleine et lalodi®n demande beaucoup de calculs.
g (t)=-7+14t -4t?

Deuxieme méthode En nous inspirant de I'exercice 1-3, choisissornisux les polynbmes de base
{1, t—-1, -1 (-2}

10 0y (Co 3
110 |c,| =15
122 Co -1

Le systéme a résoudre est triangulaire, ce quirdiende beaucoup le temps de calcul.
g(t)=3+2(t-1)-4(t-1) (t -2)

Troisieme méthode Choisissons plus adroitement encore les fonctioths base
{t-2t-3), t-DH(-3), t-DHt-2)}

2 0 0, (co 3
0 -10 cl]—S
0 0 2/ lc -1

Le systeme d'équations est diagonal.
Le travail de résolution du systéme est réduitlagechose.

3 5
g(t)y=—(t-2) (t -3)+ — (t -1) (t—3)+7(t—1) (t -2)

2 -1
Quatrieme méthode Choisissons les fonctions de base suivantes égpélase de Lagrange
{(t—Z) t-3 t-DH(-3 (=1 (t—Z)}
1-2(1-3)’ @2-1)(2-3)’ B-1(3-2 J
1 0 0\ (co 3
010 Ci1| = 5
00 1) \cy -1

La matrice du systéme d'équations est la matrieetii.
Les coefficients cherchés sont les ordonnées dasspionnés.
(t-2) (t-3) (t-1) (t -3) (t-1) (t -2)

g(t)=3 +5 +(-1) —mm8M8
(1-2) (1-3) (2-1) (2-3) (3-1) (3-2)

Définition de la base de Lagrange

Soitxg, X1, ..., Xn-1des nombres rééls distincts. hase de Lagrangeorrespondant a cesnombres est formées
desn fonctions suivantes :
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(t—x1) (t—x%x9)...(t —xXp_1)

Lo®) = )
(X0 — X1) (X0 — X2) ... (X0 — Xp-1)
(t—x0) (t —x9) ... (£ —Xp_1)
L) = )
(X1 — X0) (X1 — X2) ... (X1 —Xp_1)
(t —x0) (t —x1) (t —x3) ... (£ —Xp_1)
Loyt) = ,
(X2 — Xp) (X2 — X1) (X2 — X3) ... (X2 —Xp_1)
(t—x%0) (t —x1) ... (t —Xp_2)
Lo (®) =

(Xn—l - XO) (Xn—l - Xl) (Xn—l - Xn—2)

Au numérateur, il y a exactemeni — 1) facteurs du premier degré;
dansLg, le facteunt — xo) n'apparait pas;

dansL,, le facteurt — x;) n'apparait pas;

dansL,_,, le facteunt — x,_1) n'apparait pas;

DansLg, pourt = Xg, le dénominateur est égal au numérateur et hjiss) = 1;
DansL,, pourt = x;, le dénominateur est égal au numérateur et hilisj) = 1;

DansL,_y, pourt = x,_1, le dénominateur est égal au numérateur et bjngix,-1) = 1.

ri_—ll
o (t=%)

o . ki .
Nous avons la formule générale suivantgt) = —, i=0, 1, ...,n-1.

n-1
IT (—x)
k=0

ki
m Propriétés de la base de Lagrange

Les polyndmes de Lagrange sont des polynbémes dé @egl) tels que
Li(xj) = 6 = { L=
0 sinon,
pouri, je{0, 1, ....n—1}.
Pour une preuve, voir I'exercice 2- 2
m Solution du probléme d'interpolation exprimée aveda base de Lagrange

Si les ordonnées d'interpolation sg# Vi, ..., ¥n_1, alors la base de Lagrange permet alors d'écxjlcée-
ment et sans calcul la solution du probleme dijgdtion :

g) = yo Lo + y1 Li®) + .. + Y1 Luoa®) = 32 3 Li®)
Pour une preuve, voir I'exercice 2- 2

m §2.2 Interpolation orthogonale

= Cas général [facultatif]

Nous considérons un probléme d'interpolation disatns les notations de la sous-section 1.5. Leteues-
colonnes de la matrice du systéme linéaire a rés@aht

bo (Xo) b1 (Xo) bn_1 (Xo)
& - bo (x1) &5 - b1 (X1) e = bn_1 (X1)
bo (Xn-1) b1 (Xn-1) bn_1 (Xn-1)

L'interpolation est dit@rthogonale si et seulement si la matrice du systéme linéssteorthogonale, c'est-a-dire
si les vecteurs-colonnes sont orthogonaux deuxi& de

e ee, =0 pour j #k

Nous allons voir que si l'interpolation est orthogte alors I'équation vectorielle

Co€0+01?1+... +Cnh.1€n-1 :7

de notre probléme d’interpolation peut étre résalec peu de calculs. Nous effectuons le prodaiage avec
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& des membres de gauche et droite de cette équatinous obtenons les équations équivalentes gaeian

(Co?o+01?1+--- +Cn_1 €n-1 > oc, -y OF,
Co€o®E+C1 €1 @®E+... +Ch1€n1 @K =Y @FE,

CkEx @€k =Y ®E.

Nous pouvons donc écrire explicitement la solution

YV @ €
ck:y k, k =0,1, ..., n -1.
€y ® €

Proposition
Toute interpolation diagonale est orthogonale.

En particulier, la base de Lagrange est orthogonale

Démonstration
Dans une matrice diagonale, les vecteurs-colorm@sosthogonaux. Pour le comprendre, prenons umpbe

2 00

0 -10

0 0 2

2 0 2 0 0 0
Ole|-1]| =0; O|le|0| =0; -1/ e|0]| =0.
0 0 0 2 0 2
Réciprogue

L'exemple traité dans I'exercice 2-6 prouve gikte des problémes d'interpolation dont la mateiseorthogo-
nale mais pas diagonale.

Interpolation trigonométrique orthogonale

Considérons un probleme d’interpolation dont meabscisses sont réparties uniformément sur unvadter
le[0, TJ; plus précisément, nous avons

T
Xjp =] —, j =0,1, ..., n -1
n

Fonctions de base pour l'interpolation trigopnométrgue

Nous vonlons avoir un interpolamtpériodique. Pour cela, nous posens ZT—” choisissons les fonctions de

base suivantes ;

bo (t) =1,

b, (t) = cos (wt), by (t) =sin (wt),
bz (t) =cos (2wt), by (t) =sin (2wt),
bs (t) =cos (Bwt), bg (t) =sin (3wt),
b; (t) =cos (dwt), ..,

bnfl (t) =

) wt) sikestimpair

wt) si k est pair

Théoréeme

Avec les choix précédents, l'interpolation trigorarijue est orthogonale. Plus précisément, aveond&tions
du la sous-section 1.5,

e eg, =0 pour j #k et

pour k=0

si n estimpair: €, @8 :{ pourk =1 n -1

NS 3D

pour k € {0, n -1}

si n est pair : eTOeT={ pourk =1 n o -2

NS 3D

Démonstration
Ce théoreme sera démontré dans le cadre du chapittes nombres complexes. Il sera par contrdi&drour
des cas particuliers dans I'exercice 2-7.
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Corollaire
La fonction

g (t) =cobo (t)+cyby (t) +... +cCnabpg (1)
dont les coefficients

V @8
= L% Kk 0,1, ..n -1,
€k @ &

sont appelésoefficients de Fourier est périodique de périodeet passe par lespoints prescrits
g (Xo) =Y¥0, 9 (X1) =Y¥1, ... 0 (Xn-1) =Y¥n-1 -
= La famille orthogonale des fonctions de base [¢altatif]

A propos de l'interpolation orthogonale, les matatciens disent que les fonctions de base formeatfamille
orthogonale. Pour le justifier, ils munissent lasp vectoriel des fonctions d'interpolation

g=cgobg+ciby+... +ch1bn

du produit scalaire suivant

<f1g> = f (X)0 (Xo) +F (Xx1) g (X2) + ... +f (Xp1) 9 (Xn-1)
par rapport auquel les fonctions de base sont gottales. En effet, pouj = Kk,

<bj | bx> = by (Xo) bk (Xo) + by (X1) bk (X1) + ... +Dbj (Xp-1) bk (Xn_1) =

-g o =0

bj (Xn-1) bk (Xn-1)
Les fonctions de base et les colonnes de la mattioterpolation sont en correspondance biunivoglest
pourquoi on peut attribuer aipx les propriétés que I'on observe surdgsAinsi, l'interpolation est orthogonale si

et seulement si les fonctions de base formentamélé orthogonale.
m §2.3 Exercices
m Exercice 2-1 [sans/aveMathematica]
SansMathematicadéterminez le polyndme de degré inférieur ou agafui passe par les quatre points suivants
Mo(-1,2), M; (1, -1), M (2, 3), M3 (5, -7)
puis évaluez-le en 0. Vérifiez votre résulddthematica.

Prescriptiond'exercice écrivez le polyndme cherché comme combinaisoéaire des polyndmes de la base de
Lagrange.

m Exercice 2-2 [sandMathematica]

Dans un probléme d’interpolation ou les points g@#tyo), (X1, Y1), » ..., (Xn—1, Yn-1) €t les fonctions de base
sont les polynémes de Lagrarige L, ..., Ln_1, démontrez que

a) Li(xj) = 6j pouri, j=0, 1, ..,n—1;

b) la solution du probleme estt) = -3 v, Ly (t)
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Exercice 2-3 [avedMathematica]

Soit(-1;2), (3;7), (4;1), (5, -2) des points d’interpolation. Le but de cet exer@stde générer automatique-
ment la base de Lagrange ainsi que le polyndméedfinlation correspondant a ces points. Pour peteédez
en suivant les instruction suivantes :

a. Définissez une listpt s contenant les points d’'interpolation puis générgomatiquement les listabs et
or d contenant les liste des abscisses et des ordodhéEspolation.

b. Générez une liste contenant les fonctibAsg, t — X, ...,t — Xp_1.

c. Construisez la fonction[ i , t] correspondant au numérateurlga(t), le (i — 1)*™ polynéme de Lagrange :
il s’agit de la multiplication de toutes les formis de la liste précendante saui®f. Pour cela, utiliser les
fonctionsAppl vy, Del et e etTi nes.

d. Construisez la fonctiod[ i ] correspondant au dénominateurlglg(t), le (i — 1)*™ polynéme de Lagrange,
en procédant comme au point précédent.

e. En utilisant les fonctions etd construisez la listb[ t ] contenant les n polyndmes de Lagrange.

f. Construisep[t] le polyndme de Lagrange. Vérifiez votre résultatracant le graphe deet en faisant
figurer sur celui-ci les points d’interpolation.

Exercice 2-4  [avedathematica]

Pourn = 7 et les abscissg¢s3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, faites les graphiques des 4 derniers élémenis loase de
Lagrangels, Ly, Ls, Le.

Exercice 2-5 [sansVathematica] [facultatif]

Soit les abscisses d'intepolation

Xo=0; x1=025 x »,=05; x 3=0.75 x 4=1,

dont les ordonnées correspondantes sont dénomméeas, Y», Y3, Ya. Nous considérons la fonction d'interpo-

lation linéairepar morceaux g(t) qui passe par ces 5 points. Pour exprig{€; nous voulons construire les 5
fonctions de basky(t), byi(t), ba(t), bs(t), bs(t) qui sont affines par morceau et vérifient les ¢oowls

pour i =0, ..,4,b i (Xi) =1,

pour i #j, b i (xj) =0

a) Dessinez les 5 fonctions de base.
b) Ecrivez explicitement, au moyen d'une formulgaire fonction de base.
c) Appliquez les formules au calcul de

g (0.6 ) =yobo (0.6 ) +y1 by (0.6 ) +ysbs (0.6 ) +y3b3 (0.6 ) +ysbs (0.6)
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Exercice 2-6 [avedMathematica] [facultatif]

Soit les points

Po(0; 0), Pl(%”; -2) eth(%”; 3)
Notonsxg, X1 etX, les abscisses de chacun de ces poinyg, ey; et y, leurs ordonnées. Nous cherchons une
fonction de zZ-périodef dont le graphe passe par ces points et qui estambinaison linéaire des fonctions de
base suivantes :

bo(t) =1, , by(t) = cogt) ethy(t) = sin(t).
Nous cherchons donc des nomlxgsc; etc, tels que le graphe de la fonction

f(t) = co bo(t) + c1 by (1) + 2 bo(D)
passe paPy, P.et P,. Le but de cet exercice est de déterminer ces bresren évitant d’avoir un systéme
d’équations a résoudre. Pour ce faire, nous pratde la fagon suivante

1. Définissez la variablpt s contenant la liste des points d'interpolation eolactionb[ t] contenant la liste
des fonctions de base.

2. Déterminez la matricen du systéme d'équations linéaires a résoudre.
3. Soitg la discrétisation de la fonctidn. Définissez la fonctioe[ i ] retournant le vecte@& pouri =0, 1, 2.

4. Montrez ques @ &} = 0 pouri + j. Un probléme d’interpolation amenant a une matignt cette propriété est
un probleme dhterpolation orthogonale.

5. Ecrivez le systéme d'équations a résoudre sousfdiume équation vectorielle faisant intervenindesteurs
e, € etey.

6. Calculezcy, c; etc, en utilisant les résultats des deux points préusde

7. Dans un méme repere, placez les péigtd, et P, ainsi que le graphe de

Exercice 2-7 [avedMathematica]  [facultatif]

Soit T>0 etneN, n>1 impair. Nous considérons un probleme d’interpotatdans lequel une fonction
trigonométriqueT -périodique est recherchée et dont les abscissagaitets d’interpolations sont

Xj = j% j=0,1, ..,.n=-1.
Nous voulons vérifier aveMathematicapour différentes valeurs dequ’un tel probléme est une probléeme
d’interpolation orthogonale. Pour cela, nous procédde la fagon suivante:

1. Définissez une variable avec une valeur impaire.

2. Définissez la variablabs contenant la liste des abscisses d'interpolatitenfenctionb[ t ] contenant la liste
des fonctions de base.

3. Soitg la discrétisation de la fonctidn. Définir la fonctione[ i ] retournant le vecte@® pour
i=0,1, ..,n-1.

4. Calculer les produits scalairese g pour pout, j € {0, 1, ...,n— 1}. Représenter les résultats dans une
matrice qui sera réduite au maximum et en déduies!'tnterpolation est orthogonale.

Exercice 2-8 [avedMathematica]  [facultatif]

Montrez que l'interpolation trigonométrique donrefeexemple dans la sous-section 1.4 (p. 8-10) p&st
orthogonale.
Expliquez en quoi les hypothéses du théoréme denme 17 ne sont pas remplies.
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m Exercice 2-9 [AvecMathematica] [facultatif]

Dans la région de Zurich, la température moyennesonale en degrés Celsius est la suivante:

mois J F M A M J J A S (0] N D
temp [°C] -1 1 4 8 12 15 18 17 14 9 4 1
a) Construisez une fonction d'interpolation pourteespératures (voir les indications ci-dessous).
b) Comparez
1) la température moyenne annuelle et
2) co = le coefficient de la premiere fonction de base.

Expliquez vos observations.

c) On veut diviser I'année en deux parties égales:"saison froide" et une "saison chaude".
Pour ce faire, calculez les dates auxquelles Ipéeature moyenne journaliere est égale a la
tempétature moyenne annuelle.

Comparez avec les dates des équinoxes. Commestexsldtats obtenus.

Indications
1) Dans le choix des fonctions de base, prenez simes du plus qu’un sinus.
2) Pour bénéficier de I'orthogonalité, nous chotissdes abscisses équidistantes :

365
X = Range[O, 360, —]
12

365 365 365 365 1825 365 2555 730 1095 1825 4015

{0'12’6'4’3'12'2'12'3’4’6’12}
ce qui nous donne les points d'interpolation suivan
t [d] 0 365 365 365 365 1825 365 2555 730 1095 1825 4015
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
y [°C] -1 1 4 8 12 15 18 17 14 9 4 1
3) Pour interpréter les résultats du calcul, noussrréférons au tableau suivant :
t [d] date
0 16 janvier
30 15 février
61 18 mars
91 17 avril
122 18 mai
152 17 juin
182 17 juillet
213 17 ao(lt
243 16 septembre
274 17 octobre
304 16 novembre
335 17 décembre

Exercice 2-10 [AvedVathematica] [facultatif]
Vérifiez que la fonction

f (t) =3cos? (t)-5sin 3 (t)

peut étre mise sous la forme

f (t) =cg+cCycCcOs (t) +Cosin (t) +czcC0S (21) +
CsSin (2t) +cscos (3t) +cgsin (3t) +cycos (4t) +cgsin (4t)

Indications
1) Echantillonnez la fonctioffi(t) en 9 points équidistants.
2) Posez le probléme d'interpolation avec les fonstide base adéquates

Vérifiez que la matrice d'interpolation est orthogte.
Calculez les coefficients.
3) En notang(t) la fonction d'interpolation, vérifiez que(t) — f(t) =0 pour tout.
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= Prolongements

Le lecteur intéressé est invité a comparer le thdménterpolation trigonomérique celui de 8justement
trigonométrique au sens des moindres carF&sur ce faire, sur le site http://www.collegedushéhpp/ap-

plmaths/
suivez les liensSupports de cours / Projections et ajustements 84ustements au sens des moindres carrés.
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