§3 Errreur et formules d’approximation

Dans cette section, nous approximons une fonctisicqnque par un polyndme d'interpolation. Dans une
premiere sous-section, nous supposons que la éonatapproximer est connue, ceci dans le but détlidrreur
d’approximation. Ensuite nous allons construire fdesules d’approximation utilisant un nombre resit de
points. Finalement, nous allons analyser le congpaeht du polynédme d’interpolation lorsque le nomtwets
d’interpolation augmente.

m 83.1 Erreur d'approximation
m Exemple
Soit la fonctionf (t) = % et les trois abcisseg =1, X; = 2, X = 4.

Considérons la fonction d'interpolatigrgui passe par les trois pointsg, f(Xg)), (X1, f(X1)), (X2, T(X2)};
g est un polynéme de degré 2 (dans la figure, ledoatinu représentket le traitillé représentg).

On dit queg est I'approximation depar un polynéme du deuxieéme degré.

L'erreur d'approximation esft) = g(t) — f(t) dont le graphique est

0.8F

0.4F

0.2F

=
N
w

—0.2

-0.41-

L'erreur d'approximation s'annule aux abscissegegfiolation
e (Xo) =0, e (xp) =0, e (xz) =0.

L'expressiorapproximation par interpolation est réservée a l'intervallé, 4]. En dehors de cet intervalle, nous
parlons d&trapolation. Nous constatons immédiatement que l'extrapolagirdangereuse et doit généralement
étre évitée.
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= Cas général

Dans le cas général, nous considérons

* une fonctionf;
* le polynbme d'interpolatiog aux abscisses < X1 < ... < Xn_1,
* I'erreur d'approximation depar interpolation aux abscisses ..., Xn_1

e(f)(t) =g - f(t) abregéex(f)=g- f.
Nous avons alors les résultats suivants qui desézprences dans I'exercice 3-5:

1) poutide0an-1, e (f) (xj) =0 ;
2) sif esunpolynébmede degreinférieura n-1 alors e(fy=0
c'est-a—dire pourtoutt nousavore (f ) (t) =0;
3) pouitoutesfonctionsf, getpourtouinombrerée k,
e(f+g)=e(f)+e(9),
e (kf) =ke (f).
m 8§3.2 Formules d'approximation

Le but de cette sous-section est de trouver desules d’interpolation lorsque le nombre de poiritsterpola-
tion est restreints (nous traiterons les cas ay8e24 points).

Considérons tout d’abord le cas ou nous avons paiigs d’interpolation :
Clear [x,y,f 1;X = {xX[0],x [1],Xx [2]1}; pts = Transpose [{X, MapIf, X 1}1]
{{x[0],f [x[0]1}, {x[1],f [x[1]]}, {x[2],f [x[2]]}}

g[t_ 1 = InterpolatingPolynomial [pts, t 1
—fx077+f [x[17] | —f [x[17]+f (x[2]]
-f [x[O fx[1 (t=x[1]) (- =570 AT
FIX[01] + (t —X[0]) [(X[O0]] +T [x[1]] N X[0]+x [1] X [1]+x[2] )
-x[0] +x[1] -x[0] +x[2]

Si les abscisses d'interpolation sont 1, 2 etduetnous voulons interpoler en 3, la formule cisdesse simplifie
considérablement et nous obtenons le résultat suiva

Simplify  [g[t] /. {x[0] »1,x [1] »2,X [2] »4,t - 3}]

1
5 (-f[1) +3f [2] +f [4])
La formule
1
g (3) = g (-f (1) +3f (2) +f (4))

est une approximation d&3) par un polyndme de degré 2, a partir des valeafsdx abscisses 1, 2, 4.
Pour la fonctionf (t) = % nous obtenons

1 1 1 1
g3)=—|-1+3x —+—| = —
3 2 4 4

Nous disposons maintenant d'un procédé qui nousgtete fabriquer de nombreuses formules de ce type.

= Formule d'interpolation linéaire (ou formule d'inte rpolation a deux points)

f (x1) -f (Xo)
f(t)=g(t)=Ff (X0) + ——— (t -Xo)
X1 - Xp

Pour une preuve, voir I'exercice 3-7.
= Formule d'interpolation cubique (ou formule d'inter polation a quatre points équidistants)
Considéronsx ¢ =X1-h; X 1; Xo2=X1+h; X3=X1+2h;

Considérons quatre abscisses d’interpolation ésfainliesxy < X; < X» < X3. Si nous interpolons a mi-chemin
entre les deux points du milieu nous obtenongdgsltats suivant (pour une preuve voir I'exer@e2) :

f (X1+X2) (X1+X2> —f (X0)+9f (X1)+9f (Xz)ff (X3)
2 | 2 16
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Appliquons ce résultat a la fonctidtit) = % aux abscissed, 2, 3, 4. Nous obtienons

149 Lo T 25
g (25) = - =~ - 0.390625
16 64

comme approximation de

N[
W

1
f (25)=_——-04
2.5

m § 3.3 Non convergence ponctuelle de I'approximation globale

Si nous pouvons disposer de beaucoup de pointebmlation, nous pouvons étre tenté d'utilisepatynéme
de degré élevé dans le but d'améliorer I'approxana€Cependant, il faut étre sir qu’en augmen@&amombre de
points d'interpolation le polyndme d'interpolatigi) tend vers la fonctior ().

Nous allons montrer que ceci n’est pas forcémaeaitatrque l'interpolation peut échouer en tantgpraximation
globale.

Clear [f,t, g, pts 1;

frt1: ; (= fonction a approximer *)

C 1425t2
2

pts [n_]:=Table [{tf [t1}, {t -1,1,

— 1]

(*» n points d'interpolation équidistants *)
g[n_1[t_1 : = InterpolatingPolynomial [pts [n],t 1;
(* interpolant de degré n -1 %) Plot [{f[t],0 [107[t1}, {t, -1,113,
PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.03,0.01 }]}, ImageSize - {500, 300 }]

\/

Pour une interpolation a 10 points, I'écart eh{en trait continu) et son polynéme d'interpolatgpfen traitillé)
est grand. Tentons de réduire I'erreur en douldambmbre de points
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Plot [{f[t],g9[201([t]}, {t -1,1},
PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.01 }]}, ImageSize - {500, 300 }]

| 15

(I -0.5 [

Superposons

* la fonctionf (trait continu);

I'interpolant en 10 points (traitillé formé daitis longs);
I'interpolant en 20 points (traitillé formé daitis courts).
Plot [{f[t],g [10][t], g [20][t]}, {t -1,11},

PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.03, 0.01° }1, Dashing [{0.01" }1},
ImageSize - {500, 300 }]

*

*

(I -0.5+

Au lieu d'avoir été réduite, I'erreur a augmerni&etenons que,

en augmentant le nombre de points d'interpolation des abscisses équidistantes, on n'est nullement
assuré que le polynéme d'interpolation(tytende ponctuellement vers la fonction(tj.

C'est pourquoi, afin d’éviter ce probléme, il vaativent mieux effectuer une interpolatiggr morceaux

Une explication des raisons de cette non-convergpnactuelle ainsi qu’une possibilité d’amélioratiavec les
abscisses de Cebycev se trouve dans 'exercice 3-10

m § 3.4 Exercices

m Exercice 3-1 [AvecMathematicd

Soit la fonctionf (t) = % g le polynéme d'interpolation dé aux abscisses 1, 2, 4eet g — f la fonction corre-

spondant a I'erreur d’approximation. Dans un ména@lgique, représentez les trois fonctidng, e.
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m Exercice 3-2 [AvecMathematicd

D'une fonctionf, nous connaissons quatre valeurs en des abségsielistantes :

(x0, f(x0)), x1, f(x1)), (X2, f(x2)), (x3, f(x3))
oux; =%Xpg+h, Xo=%x9+2h, x3=%x¢9+3h

a) En utilisant l'interpolation polynomiale , détanmaz une formule pour interpoldr en x= X + gh.

b) A partir de la tabelle ci-dessous, interpolefolection f(t)=+vt en 4.5

X 3 4 5 6
f (x) 1.4422 1.5874 1.7100 1.8171

C) Enx = 4.5, compare# (4.5, g(4.5, €4.5), oug le polynbme d’interpolation dd et e=g- f la
fonction correspondant a I'erreur d’approximation.

m Exercice 3-3 [AvedMathematicd

Nous considerons la fonctidi(t) = sin(t) sur l'intervallg[0; r].
Avec Mathematica, approche par un polynédme d'interpolatiande degré 6 sur l'intervall®; n] et dessinez le
graphique de I'erreur sur l'intervaller, 2x].
Montrez que I'extrapolatioestdangereuse
alors que l'erreur reste limitée dans l'intervEdien],
elle peut devenir considérable a I'extérieur !

m Exercice 3-4 [SandMathematicd

Nous considérons
* une fonctionf;
* le polynéme d'interpolation deaux abscisseg < X; < ... < Xn_1

p(f) (1) = g(t) abrégép(f) = g.
Démontrez que l'interpolation possede les promigtévantes:

1) pouride 0 an-1, p(f) (xi) =Ff (Xi);

2) sif esunpolyndbmededegreinférieura n-1  alors p(f)="F
c'est-a—dire g (t) =f (t) pourtoutt,

3) poultoutesfonctionsf, g etpourtoutnombrerée k,

p((f+g)=p(f)+p(9),
p (kf) =kp (f).

Indication
Travailler avec la définition et I'unicité du poldme d’interpolation ou avec le polynéme de Lagramgienous
donne

p(f) (t)=Ff (Xo) Lo (t) +f (X1) Ly (t) +.. +f (Xp-1) Lnz (t)
m Exercice 3-5 [SansMathematicd

Nous considérons

* une fonctionf;
* le polynéme d'interpolatiog aux abscisses < X1 < ... < Xn_1,
* I'erreur d'approximation depar interpolation aux abscisses ..., Xn_1

e(f) (1) =g(t) — f(t) abrégée(f)=g- f.
Démontrez les résultats suivants en utilisant Feixe 3-4:

1) poutide0an-1, e (f) (xij) =0 ;

2) sif estun polynébme de degré (n-1)alors e(f)=0
c'est—a-—dire pourtoutt,e (f) (t) =0;

3) pourtoutes fonctions f, g et pour tout nombre réelk,

e (f+g)=e(f)+e(9),
e (kf) =ke (f).

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



28 | 3-Approximation.nb

m Exercice 3.6 [Sans/Avedlathematicd

Soit Xg, X1, X, X3 (Quatre abscises équidistanteggde polynéme d’interpolation. Reprenez le résuttat

I'exercice 3-2 et montrez que l'approximation d’doaction f en Xl;XZ pargest une_ moyennpondéréale

{ f(x0), f(x), f(X2), f(X3)}, C'est-a-dire montrez que

X1 + X2
9( 5 )=Cof (Xg) +C1f (Xxg) +cof (X2) +caf (x3)

avec des coefficientsy, ¢ 1, € 2, € 3 qui vérifient
Cop+C1+Cr+C3=1.

Montrez, en utilisanMathematica, que ce résulat est valable quelles que soit Issisges d’interpolation
Xpo < X1 < X2 < X3 et quelle que soit I'abscis$®u nous interpolons (indication : travaillez aves fonctions
Coeffcient  etCollect ).

m Exercice 3-7 [SandMathematicd
Démontez la formule d’interpolation linéaire donm@as la sous-section 3.2.
m Exercice 3-8 [SandMathematicd

A propos de l'interpolation linéaire, montrez qla@proximation est une moyenpendéréede{ f(xp), f(x1)}
avec les coefficients

g (t) =co(t)f (Xo)+ca (t)Ff (x1)

qui vérifient

Co (t)+cyp (t) =1 el Co (t) Xp+Cy (t) X1 =1t;

en d'autres termesest une moyenngondéréale{ Xy, X; } avec les mémes coefficients.

m Exercice 3-9 [AvedMathematicd
Nous considerons une population de bactéries Gamtilition au fil du temps est donnée par la farcti
p(t) =08 «1.2"
L'unité de temps est le jour et I'unité de popalatst le million de bactéries.

Notonsg(t) le polynéme d'interpolation du 4T degré en des abscisses équidistantes sur l'iieef9a10].
Dessinez l'erreug(t) = g(t) — p(t).

g(t) est-il une bonne approximation gé) ?

Qu’en est-il si on travaille avec le polyndme ddrolation du 68™ degré en des abscisses équidistantes sur
l'intervalle [0; 10]?

m Exercice 3-10 [AvedVlathematicd

Soitn un entier naturel donnant le nombre de pointstefpolation dont les abscisses se trouvent régastie
l'intervalle [-1;1]. Nous choisissons impaire pour que 0 soit une abscisse d’interpatatians le cas ou les

)ém

abscisses sont répraties uniformément sur l'intleryel;1]: dans ce cas, 0 est (3;—1 ® abscisse.

1. Définissez la fonctiop[n][x] correspondant au polyndme de la base de Lagrafge dvecn points
répartis de facon équidistante sur l'intervalle f}%t valant 1 en 0. Tracez dans des reperesés ey
graphes dep[11] ,p[21] etp[31] . Que constatez-vous?

2. Faites de méme en prenant comme abscisses

% = coqi nf—l) i=0,1, ..,n—1.
Ces abscisses s’appellent les abscisses de Cebicev.
Que constatez-vous?
m Exercice 3-11 [AvedVathematicd

Reprenez la fonction présentée au début de laoseg8.3 et prenez comme abscisses d’'interpolagen |
abscisses de Cebicev (voir I'exercice précédent).
Que se passe-t-il lorsque le nomhrde points d’interpolation augmente?
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