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82 Projections orthogonales

8§ 2.1 Projection orthogonale et équations normales

m Produit scalaire

= Produit scalaire dansR? (rappel)
U.V= untdn uvuncos (L (G, \7))
Par rapport a une base orthonormée, pour

N ua N Vi N
U= , vV = , U.V=UygVy+UsV
U, Vo 1Vi 2 V2

m Produit scalaire dansR" (généralisation)

Par rapport a une base orthonormée, pour

us Vi
N uz N V2 —
U= , V= o | UV =uivitusvas.. supvy
Un Vn
Propriétés:
G.Vv=v.U

6 -t.d=(ntu)’=0

ilV < U0U.V=0

U.v=utun nvucos (« (U, v))
Exemplel

Un employé de bureau a acheté 4 sortes de timbetayx:
60 timbres a 0.85 Ftimbre;
40 timbres a 1 Httimbre;
20 timbres a 1.50 Ftimbre;
10 timbres a 2 Fitimbre.
Le prix total peut s'exprimer par le produit scaale deux vecteurs:

60 0.85
40 1
60 -085 +40-1+20-15 +10-2= 20! 115
10 2

Les composantes du premier vecteur sont les nonaereésnbres de chaque sorte. Les composantes diede
vecteur sont les prix unitaires de chaque sortintteres, dans le méme ordre.

Exemple2

Un éléve a recu les 5 notes suivantes:
contréle oral 5.5, coefﬁcieré;
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contrble écrit 4.9, coefﬁcierﬁ;

examen écrit 4.8, coefficient 1;
exposé 5.7, coefficient 1.5;
examen de synthése 4.3, coefficient 2.
La note moyenne peut s'exprimer par le produitasieatie deux vecteurs:

55 .02 +49 05 +48 -1+57 -15 +43 .2
0.2 +05 +1+15 +2

02

5.2

551 |05

0.2 0.5 1 15 2 |49 52

55 . +49 . +48 . +57 . +43 - — =148 —
5.2 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2

5.7 Ts

4.3 52

2

5.2

Les composantes du premier vecteur sont les netehajue examen. Les composantes du deuxiéme weotdues
pondérations correspondantes, dans le méme orangohdération d'un examen est égal a son coeffidieisé par la

somme des coefficients; la somme des pondératiirégale a 1.

m Projection orthogonale delR® sur un sous-espace affine de dimension 2

On donne un pla défini par le repéréA, a1, @) et le pointP. Déterminez le poir®* = p(P) = projection orthogo-

nale deP surG. Le mot "orthogonal” signifie ici que la projeatisurG se fait selon la direction perpendiculairé.a

Une premiére méthode consiste a
1°  contruire le vecteut normal au plaii;

2°  effectuer la projection s parallélement &.
Comme nous l'avons étudié au § 1, cette méthoddu@cd résoudre un systémeléquations & inconnues.

Nous allons maintenant introduire une meilleurehoéée
1°  quine nécessite pas de déterminer le vectzunain;
2°  qui conduit a un systeme de seulenZ@fuations 2 inconnues.

= Equations normales

Le pointP* est caractérisé par les deux conditions:
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P« Get PP* LG

La premiére condition s'explicite comme suit:
AF =1 101+r202

La deuxiéme condition s'écrit
PFF.g; =0 et PP*.g; =0

En substituant la premiére dans la deuxieme, it\deiccessivement
(PA+AP).g7 =0 et (PA+AP).g; -0

= PAgi+AP. g1 =0 et PA.G, +AP. Qs =0

- AP.g; -AP.§; et AP*. G5 - AP. G5
= (r191+r2092).01 =AP.01 et (ri91+r292).92 = AP. Q2
& 0§1.01r1+02.0: 72 = AP. 07 et 01.0,r1+02.02r2 = AP. Q>

Il s'agit d'un systéme de deux équations a dewonimees dont la forme matricielle est

B mbm]
wE nel 2 e

Ce systéme d'équations, qui est symétrique, esi@pgquations normale$ de la projection. Aprés avoir résolu le
systeme, on détermine les coordonnées de la pad®t comme suit:

|W:O7X+W:O7\+r1ﬁ+r2® |

m Exercice2.1-1

Calculez la projection orthogonale du pdatb; 6; 7) sur le plan affine de repé(rA, 01, @) ou

1 -1
A(-1;1;,3 ), o1=11], g2=10
0 2

On demande de refaire toute la démarche qui esiteléans le paragraphe précédent intitulé "Eqnatimormales” et
de terminer les calculs sans ordinateur.

m Exercice2.1-2

On donne la droite affin€ de repér¢A, g7) et le pointP ot

X1

Y1
Z1

N

A (Xo; Yo: Zo), 0O1= , P (x; y; z).

Calculez la projection orthogonale BesurG.
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m Projection orthogonale, cas affine général
Dans l'espacB" de dimensiom, considérons le sous-espace afféhde dimensiom engendré par le repere
(A 91, G2, - ap) ou 1<p=n.

La projection orthogonalB* deP surG est caractérisée par les deux conditions:

PrcGet PP"L(Q

La premiére condition s'explicite comme suit:
AP  =r1Q91+r202+ ... +rpQp
La deuxiéme condition s'écrit

PFF.g; =0, PP*.g; =0, .., PP~ *.gp =0

En substituant la premiére dans la deuxieme, iitdeicessivement

(PA+AP).g; -0, (PA+AP).T; -0, .., (PA+AP).gp =0
—PAgQI+AP.Q; =0, PA. Gz +AP.Q; =0, .., PAT .gp+AP.Qp =0

= AP.TQ; =AP.g;, AP .Gz =AP. 02, ..., AP 7.gp, = AP. G,

@(r1m+r2$+... +rpr).m:KP.m,
(r1m+r2$+... +rpr).$:KP.@, ey
(r1m+r2$+... +rpr).Tp:KP.Tp

& 01.01r1+72.01r2 +... +Tp.mrpzﬁp.m,

01-0271+02.0202+... +Tp.@rpzﬁp.@, -
m.%r1+@.@r2+... +gﬁ.gﬁr;,: Kpr

Il s'agit d'un systéme deéquations @ inconnues dont la forme matricielle est

91.01 02.01 .. 0p-01 r AP. g1
01.02 02202 - Gp-G2| | T2 | _ AP. G5
0:1-0p 02.0p - Op- 0p Mp KP.gT)

Aprés avoir résolu le systéeme, on détermine lesdmmées de la projectid?t comme suit:

OP =OA+ AP =OA+r1G1+r20s + ... +Ip0p

En résumé, le calcul d'une projection orthogonateus sous-espace de dimensfpae raméne a la résolution d'un
systéeme d@ équations linéaires@inconnues appelétuations normales.

m Cas particulier des bases orthogonales

Si la base est orthogonale, c'est-a-dire si tdatepaires de deux vecteurs distincts sont orthalgsn

9:L02 G103 ... G110 02103,
92102 .. 92-10p, 93-1Ts Ts-L0s,

alors les équations normales s'écrivent plus simgié
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01- 01 0 0 0 r AP. g1
0 02.02 O 0 ra _ |AP.Gg;
0 0 .. Tp.Tp) \Fp AP. g,

ce qui perme d'exprime la projectior explicitemer

AP. 0; AP. 05 AP. gp
ri=——, fa=—, .., rp=——
0:1.- 01 02. 02 9p- Up
. AP. O3 AP. g5 AP. g,
OF*:O‘A+~ilm+ﬁizm+ +ﬁﬁpg_p
01. 01 d2. 02 Jdp- 9p

8 2.2 Projection sur I'espace supplémentaire orthm@dd Facultatif]
Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphséat
sous la rubrigueDocumentsMathematica / Annexes / Projections et ajustements

téléchargez le cahie2-2_Espace_supplementaire.nb

§ 2.3 Moindres carrés, cas affine daRd

m Enoncé du probleme des moindres carrés

On donne un point Y de l'espace et le sous-espace a ffine G déterminé par un repére
(A 91 ) -
Déterminer le point Qe Gtel que la distance YQ soit minimale.

Pourquoice problémeest-il appelé'desmoindrescarrés"?

Introduisons les notations
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J11 021
Y (Y1, Y2, Y3), A(ai, @z, asz), G1 = |912|, G2 = |922|, AQ=r101+r20z,
J13 023
e = QY= écart
Les composantes du vectégart sont appeléegsidus
yi-aa g11 021 Yi-a1-r1011-r2921
€=QY=0QA+AY=AY-AQ= |Y2-az| -1 Q12| T3 |Q22| = |[Y2-82-T1012 -T2 02
Y3 -as Ji13 023 Yz -az-Tr1013-r2023

Calculons le carré de la distance QY:
L2 2
(Hen) :(nQVH) =
(Y1-@1-T1011-T2021)%+ (Y2-82-T1012-T2022)%+ (Ys-a3-F1 013 -T2 02)?

Le probléme se reformule en termes de "moindregggrc'est-a-direchoisir les nombres;r r, de telle sorte que la
somme des carrés des résidus soit minimale

m Solution du probléme des moindres carrés

Intuitivement, le probléeme des moindres carrésgaessine et une seule solution qui est

y* = projection orthogonale de Y sur G

Prouvons-le par un calcul formel:

()3
N
|

. __ .2 N 2 2 __.2 .2
—(QY)Z:(QY*+Y*Y)2:QY* +20QY.Y*Y+Y'Y =Y"Q +YY =YY
L 2 . T A2

H) = min = Y*Q =0 = Q=Y*

Retenons le résultat sous la forme vectorielle:

(Hén)zzmin = & 41 G

8 2.4 Moindres carrés, cas vectoriel daR's
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m Enoncé du probleme des moindres carrés

On donne un vecteur y de R" et le sous-espace vectoriel G de dimension p déter miné par
la base (m gT)) .
Déterminer le vecteur g € Gtel que la norme de I'écart € =y - g soit minimale.
m Reformulation du probleme en composantes
Avec les notations
Y1 O11 9p1
IR Y2 . 012 SN Op2
y - ! gl - o gp -
Yn Jin Jpn
définissons
g=r101+r202+... +rp0p et €=y-0
En composantes,
Y1-T1011-r2921-... -IpOp
o . N N Y2-T1012-r2092-... -TIp0p2
€=y-G=Y-r19i-ra9-.. -rpGp-= P
Yn-T19in-r292n-... ~-rpQpn
Calculons le carré de la norme de I'écartdomnme des carrés des résidus
( ne H)Z =
2 2
(Y1—f1911—r2 921 - - _rpgpl) + (Y2—r1912 -r2022 - ... _rpng) e
(Yn-T191n-T2092n—- ~TpGpn)?

Le probleme se reformule en termes de "moindreggarc'est-a-direchoisir les nombresyr ..., 1, de telle sorte que

la somme des carrés des résidus soit minimale

m Solution du probléme des moindres carrés
Intuitivement, le probléme des moindres carréségassine et une seule solution qui est

W = projection orthogonale de ysur G

Autrement dit, pourg € G, l'écarte=y-g Vérifie

(Hén)zzmin = @& 41 G

Prouvons-le par un calcul formel:

(ren)®=(5-9)" = (1y-57) + (7 -9))" -
(y-v%) 2 (y-¥5). (y7-9) « (v -9) = (y-v")"+ (v -4)°

Donc,
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m Méthode de calcul

Voir 8§ 2.1

m Exemple

Problémede moindrescarrés Déterminez les nombres réels r, tels que I'expression suivante soit minimale

(5-3r1+8r2)2+(7-211472)24+ (-4+51r7-3r2)2= 16?2

Reformulationen termesde projectionorthogonale Déterminez les nombres réels r, tels que la norme du vecteur
suivant soit minimale

5-3r,+8r>, 5 3 -8
€ = 7-2r1+r, =7 |-rg|2 -ro | -1 =y-r19:1-r292=yY-0
—4+5r1—3r2 -4 -5 3
oU nous avons posé
5 3 -8
Yy=17]i01=|2 |;92=|-1|;9=r10:1+r202; €=y-§
-4 -5 3

Le probleme peut étre reformulé comme suit:
Soit G le sous-espace vectoriel de bé@e @) Déterminez I'élémerg € G tel que la norme de I'écat ¥ — @ soit

minimale. En d'autres termes, déterminez I'élérgentG qui est la projection orthogonale YesurG.

Equationshnormales

G GG (1) (v.57
%o 5.0 2l lye

- . _r.a _ . {91.91 gl.92
gl=1{3, 2, -5} g2={(-8 -1, 3} m= (gz_gl 0. gz)

{{38, -41}, {-41,74 }}

y ={5, 7, -4}; v={y.0l, y.g2}
{49, -59}

r = LinearSolve[m v]; N[r]

{1.0672, -0.206012 }
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m Exercice2.4-1

Reprenons la situation décrite dans le § 1.2 (ngélate mélanges de céréales). Nous supposons naaihtgre, le
deuxieme fournisseur étant en rupture de stocksélange doit étre effectué uniquement avec ledyi®du premier
fournisseur. Quel est alors le mélange "le pluslped du mélange visé ?

a) Exprimez ce probléme en termes de probléme deglnes carrés.
Précisez le sens exact de I'expression "le plushgfodu mélange visé.

b) [Sans ordinateur] Réduisez le probléme de mofdaerés a un probléme de projection.
Refaites la démarche du § 2.1 conduisant aux é@mqsatiormales.

C) [Avec Mathematicd Résolvez le systeme.

d) Comparez le mélange obtenu au mélange visé i g@ivue de leurs compositions en %.



