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§2  Variables aléatoires indépendantes

8 2.1 Variables indépendantes

m Exemple de deux variables indépendantes

On lance quatre fois une piece de monnaie. On note
X = nombre de piles obtenus lors des deux premiers lancers,
Y = nombre de piles obtenus lors des deux derniers lancers.

Intuitivement, les valeurs de Y ne sont pas "influencées" par les résultats de X.
Les variables X et Y sont indépendantes.

Nous aimerions caractériser la situation par une relation mathématique. Représentons les différentes issues possibles
pendant le déroulement des quatre lancers de la piece de monnaie. A chaque lancer, il y a deux possibilités qu'on peut
représenter par un embranchement.
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Chaque événement situé a lI'extrémité d'une branche (tout en bas) a une 1 chance sur 16 de se produire. Donc

1
16
2
16
1
16
2
16

p((X=2,Y=2))

p((X=2,Y=1))

p((X=2,Y=0)) =

p((X=1,Y=2))
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p((le,Yzi)):E
F)((X=1.Y=0))=i
16
1
p((X:O,Y:Z)):E
P((X-0,Y-1)) -~
16
1
p((XZO,YZO)):E

Avec les résultats précédents, dressons un tableau des probabilités

[Y=0 Y-1 Y-2
1 1 1
X0l% & 1
1 1 1
=13 2 3
1 1 1
X=2|% & 1
p(X,Y)

Nous complétons le tableau précédent par les sommes de chaque ligne et de chaque colonne
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Y=0 Y=1 Y=2
1 1 1 T
X=0 | 75 r I Px (0) =
1 1 1 1
X=1 g 7 g Px (1) =3
1 1 1 1
X=2 | 15 8 16 Px(2)=7
1 1 1
Py (0)=7 pv(L)=5 pv(2)=7

px(0) = p((X =0, —)) désigne la probabilitt que X =0, la variable Y prenant toutes les valeurs
possibles.
px(0) = p((X =0, —)) est égale a la somme de la premiére ligne du tableau :

px (0) =
P((X=0,-))=p((X=0,Y=0))+p ((X=0,Y=1))+p ((X=0,Y=2))
1 1 1 1
= + + = —
16 8 16 4
py(1) = p((-, Y = 1)) désigne la probabilitt que Y =1, la variable X prenant toutes les valeurs
possibles.

py (1) = p((—=, Y = 1)) est égale a la somme de la deuxiéme colonne du tableau :

py (1) =
P((-,Y=1))=p((X=0,Y=1))+p((X=1,Y=1))+p((X=2,Y=1))
1 1 1 1

= — 4+ — + —
8 4 8

2
Les nombres px (i) sont les probabilités de la distribution marginale X, c'est-a-dire qui se rapportent a la premiére
composante de la variable aléatoire a deux dimensions Z = (X =i, —), la variable Y prenant toutes les valeurs possibles.

Les nombres py(j) sont les probabilités de la distribution marginale Y, c'est-a-dire qui se rapportent a la deuxieme
composante de la variable aléatoire a deux dimensions Z = (-, Y = j), la variable X prenant toutes les valeurs
possibles.

A quoi correspond le produit des probabilités marginales ?

1
px (0) py (0) = =p ((X=0,Y=0))

NIk N
I
©| Rk

N N

px (0) py (1) = =p ((X=0,Y=1))

etc.

Dans le tableau des probabilités, la propriété s'exprime comme suit:
pour des variables indépendantes,
la probabilité d'un événement est égale au produit des probabilités marginales:

[Y=0 Y-1 Y-2
11 11 11
X=0\.. 42 43
11 11 11
X=1152 35 32
11 11 11
X=2 |25 23 a4

On a la propriété caractéristique suivante:

X, Y indépendantes « pour tous les couples (i, j)
P((X=10,Y=J))=px (1) py ()
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m Exemple de deux variables non indépendantes

On lance trois fois une piece de monnaie. On note
X = nombre de piles obtenus lors des deux premiers lancers,
Y = nombre de piles obtenus lors des deux derniers lancers.

Intuitivement, les valeurs de Y sont "influencées" par les résultats de X.
Par exemple, si X =0, il est impossible que Y = 2;

ou encore, si X = 2, il est impossible que Y = 0.

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

Nous aimerions caractériser la situation par une relation mathématique. Représentons les différentes issues possibles
pendant le déroulement des trois lancers de la piéce de monnaie. A chaque lancer, il y a deux possibilités qu'on peut
représenter par un embranchement.

SN

T

pile face

N|
N| P
N|
N| P

X=2 X=1 X=1 X=0
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
(X, X, X, X, X, x.Y) x.Y) x.Y)
(2,2) 2,1 (C) (1,0 1,2 .1 (0,1) (0,0

Chaque événement situé a I'extrémité d'une branche (tout en bas) a une 1 chance sur 8 de se produire. Donc
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p((X=2,Y=2)) =

P((X=2,Y=1)) =
P((X=2,Y=0)) -

P((X=1,Y=2)) -

p((X=1,Y=1)) =

p((X=1,Y=0)) =
p((X=0,Y=2)) =

p((X=0,Y=1)) =

p((X=0,Y=0)) =

Wk Ok Ok 0N RO R o

Avec les résultats précédents, dressons un tableau des probabilités

I
o
1}
=
1l
N

X=0
X=1

O ow|r ok <

X=2

ok M ok <
ok ok O <

Complétons le tableau précédent par les sommes de chaque ligne et de chaque colonne

Y=0 Y=1 Y=2

X=0 |2 5 0 px (0) =7

X-1|5 3 5 Px(1)=;

X=2 |0 5 5 Px(2) =7
Py (0)=7 pv(l)=3 pyv(2)=

px(0) = p((X =0, —)) désigne la probabilitt que X =0, la variable Y prenant toutes les valeurs
possibles.
px(0) = p((X =0, —)) est égale a la somme de la premiére ligne du tableau :

px (0) =
P ((X=0,-)) =p ((X=0,Y=0))+p ((X=0,Y=1))+p ((X=0,Y=2))
1 1 1
:—+_+O:_
4

py() = p((—, Y =1)) désigne la probabilitt que Y =1, la variable X prenant toutes les valeurs

possibles.
py (1) = p((—, Y = 1)) est égale a la somme de la deuxiéme colonne du tableau :

py (1) =
P((-,Y=1))=p((X=0,Y=01))+p((X=1,Y=1))+p((X=2,Y=1))
71 1 171
8 4 8 2

Les nombres px (i) sont les probabilités de la distribution marginale X, c'est-a-dire qui se rapportent a la premiere

composante de la variable aléatoire a deux dimensions Z = (X =i, —), la variable Y prenant toutes les valeurs possibles.
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Les nombres py(j) sont les probabilités de la distribution marginale Y, c'est-a-dire qui se rapportent a la deuxieme
composante de la variable aléatoire a deux dimensions Z = (-, Y = j), la variable X prenant toutes les valeurs
possibles.

Le tableau des probabilités ne possede pas la propriété
la probabilité d'un événement est égale au produit des probabilités marginales

11 1 1

Dx(O)pv<0):ZZ:E¢§:p<<X:0,Y:0))
11 1

IOx(O)IDY(2):ZZ:E¢O:p((X:O,Y:2>>

Le tableau des produits des probabilités marginales différe du tableau des probabilités:

[Y=0 Y-1 Y-=2
11 11 11
X=0 44 42 44
11 11 11
X=1152 33 32
11 11 11
X=2 |25 23 a4

Le fait que les deux variables ne soient pas indépendantes se traduit par la propriété caractéristique suivante:

P((X=10,Y=J))#px (1) py (J) pouraumoinsuncouple (i, j)

m Définition de deux variables indépendantes

Dans le cas de deux variables discretes X, Y, on définit les probabilités marginales comme suit:

Px (Xi) =P (X =Xis -)) = ) P ((X=Xi, Y =¥K)
k

pv (Vi) =P ((-. Y =vj)) =Zp((x=xr,Y:yj))

Le fait que les deux variables X et Y soient indépendantes se traduit par la propriété caractéristique suivante:
la probabilité d'un événement est égale au produit des probabilités marginales

X, Y indépendantes <« pour tous lescouples (i, j)
P ((X=xi,Y=yj))=px (Xi) Py (Vj)

En d'autres termes,

p((X=xi,Y=yj)) = ZpuX-xi,Y-yk))J [Zp((X-xr,Y-yj))

k r

8§22 E(XY)=EX)E((Y)

= Exemple

On lance quatre fois une piéce de monnaie. On note
X = nombre de piles obtenus lors des deux premiers lancers,
Y = nombre de piles obtenus lors des deux derniers lancers.

Avec les valeurs calculées dans le § 2.1, on a
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E(Y)=E(X)=0-px (0) +1-px (1) +2-px (2)
1 1 1
=0-—+1.—-+2.—-=1
4 2 4
E(XY) =
0-0-p((X=0,Y=0))+0-1-p((X=0,Y=1))+1-0-p((X=1,Y=0))
+1-1-p((X=1,Y=1)) +
0-2.p((X=0,Y=2))+2-0-p((X=2,Y=0))
+1.2.-p((X=1,Y=2)) +
2.1.-p((X=2,Y=1))+2-2-p((X=2,Y=2))

1 1 1 1
-0+0+0+212-1--+0+0+1-2-—-+2-1-—-+2-2.- — =1
4 8 8 16

Ona

m Cas général

Proposition

| X, Y indéependantes — E(XY)=E (X) E(Y) |

En mots :

Pour des variables aléatoires indépendantes,

1" espérance du produit est égale au produit des espérances

Démonstration pour des variables aléatoires discrétes

E(XY) :sziyjp((xzxi,\(:)ﬁ)) :ZZXin Px (Xi) Py (Yj) =

_ -E (X) E (Y)

in Px (Xi) in Px (Xi)

La proposition est valide pour des variables aléatoires quelconques, en particulier continues.

ZYJ Py (Vi)

Zyj Py (i)

8§23 V(X +Y)=V(X)+V(Y)

— / 2 2
0-)(+Y— O-X +0—Y

s Exemple

On lance quatre fois une piece de monnaie. On note
X = nombre de piles obtenus lors des deux premiers lancers,
Y = nombre de piles obtenus lors des deux derniers lancers.

Avec les valeurs calculées dans les paragraphes 2.1 et 2.2, on a
E(Y) =E (X) =1
E(X +Y)=E (X)+E (Y) =2

1 1 1 1
V)=V X)=0-1)2-+@a-12- 4+ @2-102--=
4 8 4 2
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V(X+Y)=(0+0-2)2p((X=0,Y=0)) +
0+ 1 -2)?p((X=0,Y=1))+(1+0-2)?p((X=1,Y=0)) +
(1+1-2)2p((X=1,Y=1))+(0+2-2)2p ((X=0,Y=2))+
(2+0-2)?p((X=2,Y=0))+ (1 +2-2)2p ((X=1,Y=2)) +
2+1-2)2p((X=2,Y=1))+(2+2 -2)?’p((X=2,Y=2))
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=4x — +1x—+1x—+0x—+0x —+0x —+1lx—+1x—+4x—=1
16 8 8 4 16 16 8 8 16

Pour deux variables indépendantes, on a

V (X +Y) =V (X) +V (Y)

m Cas général
Démonstration : faisons appel aux régles connues

V(X +Y) =E ((X+Y)?) - (E (X+Y))?
(X2+2XY +Y2) - (E(X) +E (Y))?
(X?) +2E (XY) +E (Y?) -E* (X) -2E (X) E (Y) -E* (Y)
= (

(E (X2) —E2 (X)) + (E (Y?) B2 (Y)) +2 (E (XY) —E (X) E (Y))
=V (X)+V (Y)+2-.0=V (X) +V (Y)

On a démontré la proposition

| X, Y Indépendantes — V (X +Y) =V (X) +V (Y) |

En mots :

Pour des variables aléatoires indépendantes,

la variance de la somme est égale a la somme des variances

En d'autres termes,
2 2 2
Ox+y = Ox + Oy

donc, pour I'écart-type de la somme,
X, Y indépendantes = ox.,y = \/ 0% + 0%

» Comparaison des variances empirique s (X + y) et s> () + 2 (y)

Partons de variables aléatoires indépendantes. Par exemple, pour les variables aléatoires
X =lancer d'une piéce de monnaie (convention 0 = pile, 1 = face);
Y =lancer d'un dé;
Z = (X, Y) = lancer une piéce de monnaie et un dé (variable de dimension 2) ;
on a obtenu, en répétant 10 épreuves indépendantes de la variable Z, les échantillons suivants

Needs["'Statistique "]
) o ) ) 1
piece = Bernoull |D|str|but|on[5] ;

de = DiscreteUniformDistribution[{1, 6}];

n=10;
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X = RandomlInteger [piece, n]

1,1,1,0,0,1,1,0,0, 1}

y = RandomInteger [de, n]
(1,3,6,4,2,6,5,2,6, 5}
N[VarianceMLE[X + Y]]

3.84

N[VarianceMLE[x] + VarianceMLE[y]]

3.44

Ce que les variables aléatoires réalisent exactement dans un modele théorique idéal

V (X +Y) =V (X) +V (Y)

les échantillons empiriques de variables indépendantes ne le réalisent qu'approximativement

2 2

S

(X +y) =s? (X) +S? (y)

Les échantillons de grande taille ont un comportement plus proche du modéle théorique

n = 100000;

X = RandomInteger [piece, n];
y = RandomInteger [de, n];
N[VarianceMLE[X + Y]]

3.16621

N[VarianceMLE[x] + VarianceMLE[y]]

3.16548

m Exercice 2.3-1

a)

b)

Soient X etY deux variables aléatoires continues uniformément distribuées sur

l'intervalle [0, 1].
Par simulation, formez deux échantillons de méme taille n :
x pour X, y pour Y. Calculez et comparez

m((Xy), m(X)m{(y)
ainsi que
V (X+Y), V (X)+V(Y)

Soit (X, Y) une paire de variables aléatoires définie comme suit :

X est continue uniformément distribuée sur l'intervalle [0, 1]

unif. distr.sur[0; 0.5] siX < %

ety = { 1 1
unif. distr. sur[E, [ siX = 3

Par simulation, formez un échantillon {x, y} = {(x1, Y1), (X2, ¥2),

Calculez et comparez

m(Xy), m(X)m(y)

ainsi que

...} de taille n.
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V (X+Y), V (X) +V (Y)

c) Expliquez pourquoi on obtient des quantités approximativement égales dans la situation a)
et des quantités différentes dans la situation b).

m Exercice 2.3-2

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes.

La distribution de X, est normale, d'espérance u; = 0, d'écart-type o, = 3.

La distribution de X, est normale, d'espérance u, = 0, d'écart-type o, = 4.

Au moyen d'une simulation, estimez la moyenne m et I'écart-type s de lasomme Y = X; + X,.
Comparez les résultats de la simulation avec les paramétres théoriques u et o

m Exercice 2.3-3

Soient Xy, Xy, ..., Xp des variables de Bernoulli indépendantes de méme probabilité p et
S = X1 + X3 + ... + Xyla variable binomiale (n, p).
Calculez I'écart-type théorique os.

8 2.4 Espérance et écart-type de la moyenne

= Exemple introductif

On lance une piéce de monnaie et on compte le nombre de "face".
Dans le modéle théorique, notons

_ 0 avecprob. %
X le nombre de "face" en un lancer, a savoir : X = { 1
1 avecprob. 5

My le nombre moyen de "face" pour 10 lancers;
Migoo le nombre moyen de “face"” pour 1000 lancers.

Nous allons comparer les valeurs théoriques a celles obtenues par des simulations.

Pour générer une moyenne de n lancers, on divise par n la variable binomiale (n, %)

Une expérience consistant a lancer n fois une piece, générons un échantillon de k expériences:
Needs["Statistique "]
) _ _ _ _ 1
som[n_] == BlnomlaIDlstrlbutlon[n, E] ;
1
echant[n_, k ] := N[— Randomlnteger [som[n], k]] ;

n

Le nombre moyen de "face" en 10 lancers est une variable aléatoire Mo dont on peut considérer un échantillon de
taille 50

el0 = echant[10, 50]

{0.4,0.7,0.6,0.7,0.5,0.4,0.4,0.7,0.4,0.3,0.4,0.4,0.7, 0.5, 0.5, 0.8, 0.6,
0.4,0.4,0.6,0.3,0.4,0.6,0.8,0.6,0.5,0.4,0.7,0.9,0.4,0.5,0.3, 0.6, 0.4,
0.5, 0.6, 0.6, 0.6,0.6,0.4,0.5,0.6,0.4,0.6,0.7,0.3,0.7,0.7, 0.7, 0.7}

ml0 = Mean[el0]

0.54
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s10 = StandardDeviationMLE [e10]

0.146969

Le nombre moyen de "face" en 1000 lancers est une variable aléatoire Myggo dont on peut considérer un échantillon de
taille 50

e1000 = echant[1000, 50]

{0.503, 0.491, 0.526, 0.485, 0.519, 0.497, 0.475, 0.521, 0.506, 0.526, 0.511, 0.49,
0.517, 0.529, 0.496, 0.496, 0.482, 0.51, 0.52, 0.494, 0.494, 0.501, 0.5, 0.488, 0.487,
0.5, 0.48, 0.498, 0.492, 0.454, 0.496, 0.488, 0.479, 0.505, 0.483, 0.511, 0.503, 0.5,
0.488, 0.489, 0.502, 0.533, 0.491, 0.514, 0.495, 0.515, 0.485, 0.5, 0.487, 0.508}

On remarquera que les moyennes sont moins fluctuantes avec 1000 lancers qu'avec 10. En d'autres termes, I'écart-type
de la moyenne est plus petit pour 1000 lancers que pour 10 lancers.

m1000 = Mean[e1000]

0.4992

s1000 = StandardDeviationMLE [e1000]

0.0152787

On pourra observer que
* les valeurs moyennes de X, Myg et Myg9g SONt comparables (environ %);

* I'écart-type avec 1000 lancers vaut environ %de I'écart-type avec 10 lancers.

Ce paragraphe se propose d'expliquer pourquoi. Nous montrerons que, pour une moyenne comptant 100 fois plus de
termes,

1
01000 = O10 ou 01000 = A/ VY (M1goo) et o010 =+/V (M1g)
4/ 100

m Espérance et écart-type de la moyenne

Considérons la moyenne M de n variables aléatoires indépendantes X;, Xp, ..., X, de méme espérance

u=E(Xy) =. .. = E(X,) et de méme écart-type o = VV(X;) =...=+/ V(Xp)

M = (X +Xo + oo+ Xp)

1
n

M est une variable aléatoire. L'espérance mathématique de M est calculée avec les propriétés connues

1
E(M) =E |- (X1+X2+-..+Xn)) =
n
1 1
o (E (X1) +E (X2) + ... +E (Xn)) - (U+ o+ aaa+ ) =p

La variance de M est calculée avec les propriétés précédemment établies

1
V (M) =V [7 (X1+X2+...+Xn)) =
n
1\2 1 1 2
(—] (V (X1) +V (X2) + ceotV (X)) = — (0% +0%+ ... + 07 I
n n2 n2 n

L'écart-type théorique de M est
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Retenons les formules suivantes qui sont valables, en particulier, pour des épreuves répétées indépendantes (u et o
désignent l'espérance et I'écart-type d'une épreuve, n le nombre d'épreuves et M la variable aléatoire "moyenne des n
épreuves"):

EM) =wu
2

O

En d'autres termes, pour I'écart-type de la moyenne oy = VV(M) ,0n a

o
oM = —

Vn

m Retour a I'exemple introductif

Nous pouvons maintenant expliquer pourquoi I'écart-type avec 1000 lancers vaut environ %de I'écart-type avec 10

lancers
o o 1
01000 = = = — 0O10
J1000 1010 10
ou 01000 = A/ V (M1goo) et o010 =+/V (M1g)

Plus généralement, pour gagner un chiffre caractéristique sur la précision de la moyenne (c'est-a-dire pour réduire
I'écart-type d'un facteur 11—0), il faut prendre un échantillon de taille non pas 10 fois plus grande mais 100 fois plus

grande !

m Exemple

Lancons n fois une piéce de monnaie. Le jet numeéro j est modélisé par la variable aléatoire X;
Xj=0 (pile) avec probabilité %
Xj=1 (face) avec probabilité 7

dont I'espérance mathématique est
qu(Xk)=O><%+1><%:%

et dont I'écart-type théorique est

o= lo- G - 2)

Ces n variables sont indépendantes.

La moyenne M des n variables représente le nombre moyen de "face" obtenu avec les n jets.
M est une variable aléatoire qui vérifie

EM) =pu=_

o 1
OM:—:

Vnoo24/n
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§ 2.5 Estimateurs non biaisés

= Exemple introductif

On lance trois fois une piece de monnaie et on compte le nombre moyen de "face".
A partir d'expériences, on veut estimer la moyenne et I'écart-type d'un lancer.

Needs["'Statistique "]
B o _ _ 1
piece = Bernoull |D|str|but|on[5] ;

Une observation donne, par exemple,

obs = Randomlnteger [piece, 3]

{0, 0, 1}

m3 = Mean [0bs]

1
3
v3 = VarianceMLE [0bs]

2
9

Etant donné que les résultats précédents sont trés fluctuants, organisons une série d'observations et faisons leur
moyenne:

n =1000;
obs = Table [RandomInteger [piece, 3], {n}];
mObs = Map [Mean, obs];

m3m = N[Mean [mObs] ]
0.505333

vObs = Map[VarianceMLE, obs];
v3m = N[Mean [vObs] ]

0.169111

Comparons avec les valeurs théoriques. Nous partons de trois variables aléatoires indépendantes :
0 avecprob. % ) .
Xj= { 1 j=1, 2, 3, dont nous formons la moyenne M3 = 3 (X1 + X5 + X3).
1 avecprob. 5
Nous nous demandons si les paramétres empiriques de Mj constituent une estimation raisonnable des paramétres
théoriques de X;. Plus précisément, nous allons comparer
* la moyenne empirique de trois observations mz = m(Mjs) et I'espérance d'un jet u = E(Xj);

I'écart-type empirique de trois observations vz = v(M3) et I'écart-type théorique
d'un jet 0% = V(X;).

*

1
u=E(X) =5

1
o? =V (Xj) =u (1-p) = 2 0.25 (voir Statistique I, Exercice3.1-1)
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La comparaison de ms et u donne bien le résultat attendu :
mz = u
Par contre, vz et 0% sont trés différents. La raison est qu'il faudrait calculer non pas

n

D (xi-m?

i=1

5|k

ou m est la moyenne empirique, mais plutot

n

Z (Xi - )2

i-1

A
02:

=

ou u est I'espérance mathématique. Vérifions-le sur I'exemple précédent:

3o}

Cor 1 2 3 = — 1——2
vCo x1l , X2, X T= X
[{x1_ _ _}1] ( ]

vObsCor = Map[vCor, obs];
v3Cor = N[Mean [vObsCor]]

0.25

Nous avons démontré, dans Statistique I, exercice 4.2 - 1, que la valeur de t pour laquelle la fonction suivante est
minimale

t-

S|k

i (xi - )2
i-1

est la moyenne arithmétique t = m. C'est pourquoi si, dans l'expression % ST (Xi - 1) 2, on remplace u par m, on

obtient une valeur trop petite. On dit que s? est un estimateur biaisé de o-2.

Dans ce paragraphe, nous montrerons qu'une estimation sans biais de o est g s%; numériquement,

3
— v3m
2

0.253667

= Hypotheses

On considere maintenant un échantillon donné de taille n
X1, X2, ---, Xp
auquel correspondent, dans le modele théorique, n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
X1, X2, ---5 Xn
de méme espérance u et de méme écart-type o
Remarquez que, dans le cas ou I'on extrait d'une population finie un échantillon non exhaustif par un tirage sans remise,

notre hypothése n'est pas vérifiée.

m Estimateur de I'espérance mathématique

A la moyenne empirique

X1+ X2 ..+ Xp

m=m(X) =
n
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correspond, dans le modele théorique, la variable aléatoire

M:X1+X2 +...+Xn
n

D'une part, puisque les n variables sont indépendantes et identiquement distribuées,

EM) - E X1 +Xo + ...+ Xp _ E (X1) +E (Xo) + ... +E (Xp) :n_u:/.l
n n n

D'autre part, m étant une réalisation de la variable aléatoire M, on a
E(m) =E (M)

ce qui montre que m est un estimateur sans biais de I'espérance mathématique de M. Nous notons
E (M) =m

Calculons E(M). D'apreés les regles de calcul
E (M) =u=E (Xg) pourk=1,2, ..., n

Finalement, m est un estimateur non biaisé de I'espérance mathématique de chaque épreuve X:
A

m Estimateur sans biais de I'écart-type théorique
A la variance empirique
s?2=s? (x) =m (x?) - (m (x))?

correspond la variable aléatoire

X12+X22+ ...+Xn2

n

_ M2

s? est une réalisation de la variable aléatoire Z. Puisque E(sz) = E(Z), s? est un estimateur sans biais de I'espérance
mathématique de Z, ce qui se note

Calculons E(Z). D'aprés les propriétés de Statistique I, § 3.4, ona

X12 + Xo2 + ...+ X2
E(z)-E |+ "2 " 2
n

(E (X2®) +E (X2?) + ... +E (X2®)) - E (M?)

Dans I'expression précédente, déterminons E(X;?) et E(M?)

V (Xi) =E (Xi%) - (E (Xi))? = E (Xi%) =V (Xj) + (E (X§))? = 0? + 12
V (M) =E (M2) - (E (M))2 = E (M) =V (M) + (E (M))2 = — + 2

puis effectuons la substitution
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1
E@) =~ (E (X2®) +E (X2®) + ... +E (X2®)) - E (M?)
2 —
:En(02+/,12)_ 0_+/-12 :n 102
n n

On dit que s? est un estimateur biaisé de o parce que
a s? correspond la variable aléatoire Z dont I'espérance mathématique différe de o-2.

Pour obtenir un estimateur sans biais, on utilise la relation

N

C'est ainsi que se justifie la formule de I'écart-type corrigé que I'on utilise pour les échantillons de petite taille

A n n \/(xl—m)2+(xz—m)2+-.-+(xn—m)2
o=_| s=_| -
n-1 n-1 n
2

J(xlm)% (Xo -M) 2+ ...+ (Xp-m)?2
n-1

La correction consiste a remplacer n par (n — 1):

. J(xl—m>2+ (Xg-M)Z 4 ...+ (X - m)2
- n-1

Avec Mathematica, la fonction a utiliser n'est pas StandardDeviationMLE mais

? StandardDeviation

StandardDeviation[list] gives the standard deviation of the elements in list.
StandardDeviation[dist] gives the standard deviation of the symbolic distribution dist. >

On remarquera que, pour des échantillons de grande taille, la correction est négligeable. Ainsi, pour n = 100, on a

= 1.005

n-1
Reprenons I'exemple introductif:

vCorObs = Map[Variance, obs];
vCor3m = N[Mean[vCorObs]]

0.253667
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m Exercice 2.5-2

Pour n = 5, par une simulation, estimez -, = écart-type de la distribution binomiale (5 l).

)
Comparez avec I'écart-type théorique o, =4/ n p (L — p) (selon I'exercice 2.3 - 3).

8 2.6 Central limit theorem

m Exercice 2-6-1 (Exercice de révision; voir Statistique |, exercice 4.2 - 3)

a) Considérons maintenant le nombre moyen de six obtenus en langant 100 fois le dé.
Cette variable aléatoire, désignée par M1qg, est une distribution binomiale.

[Avec Mathematica] Tracez son diagramme a batons. Comparez avec la distribution normale.

Remarque : En général, on ne peut pas superposer un diagramme de fréquences et un
diagramme de densité sauf dans le cas particulier ou tous les batons peuvent étre interprétés
comme des barres de largeur 1.

b) Effectuons maintenant une simulation de Mygq. [Avec Mathematica] On demande de
- construire un échantillon de taille n;
- grouper les données en les traitant comme une variable continue;
- superposer I'histogramme et la distribution normale.

= Problématique

Nous savons déja que, si les variables que I'on somme sont de Bernoulli, indépendantes et identiquement distribuées,
alors leur somme est une variable binomiale S, dont la moyenne est M = %S, qui est donc voisine d'une distribution

normale. Qu'en est-il si la distribution des variables de départ n'est pas de Bernoulli ?

Considérons la moyenne M de n variables aléatoires identiquement distribuées, d'espérance mathématique u et d'écart-
type . Nous supposons que les variables obéissent a une distribution quelconque et que n est une constante entiére pas
trop petite.

Nous savons déja que I'espérance mathématique de M est u et que I'écart-type de M est oy = % Mais que peut-on
n

dire de la distribution de M ? Il pourrait d'abord nous sembler que la distribution de M dépende de la distribution des
variables participant a la moyenne. Fort étonnamment, pour de grandes valeurs de n, la distribution de M est voisine
d'une distribution normale quelle que soit la distribution des variables dont on fait la moyenne.

Comme exemple, considérons la moyenne de n variables continues identiquement distribuées.

= Distribution continue uniforme
distr = UniformDistribution[{0, 1}7];
La moyenne de la distribution uniforme est la valeur centrale:

u = Mean[distr]

N| -

Comme nous l'avons étudié dans Statistique I, § 4.1,
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o = StandardDeviation[distr]
1

23

N[o]

0.288675

= Moyenne de 7 variables identiguement distribuées
<< Statistique”
M[] := Mean[RandomReal [distr, 7]]

Table[M[], {20}]

{0.533636, 0.500779, 0.384856, 0.396332, 0.491131, 0.367205,
0.421313, 0.541704, 0.656522, 0.551687, 0.616341, 0.545234, 0.464518,
0.584838, 0.474243, 0.399095, 0.389286, 0.61108, 0.591615, 0.587101}

La moyenne est une variable aléatoire dont on peut calculer la moyenne et I'écart-type (moyenne des moyennes, écart-

type des moyennes):
n = 4000;
x = Table[M[], {n}];
mm = Mean [X]

0.502174

sm = StandardDeviationMLE [X]

0.108528

Comparaison avec la valeur théorique

om = N[%]
0.109109

Pour effectuer une description statistique, choisissons un intervalle proche de [m —3s, m + 3] et partageons-le en 9

classes comme suit

1 3 1 3 6
u=Range[—-—, -+ —, ]

2 10 2 10 10=x9
{1 4 1 2 7 8 3 2 11 4}
51573757157 15" 5  3° 15" 5

effectifs = BinCounts[x, {u}]

(47, 194, 476, 783, 914, 828, 486, 201, 58)

effectifs
freq= ———
n

47 97 119 783 457 207 243

201

29

{4000’ 2000 " 1000~ 4000 2000 1000 2000 4000’ 2000}
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gl = histogramme [u, freq]

e
]

L ||| | I T ' RS TR ] ST (NSRS ) | TR JR T S I |SI [rr—r—

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

norm = NormalDistribution[u, om];

g2 = Plot[PDF[norm, t], {t, 0.17, 0.97}, PlotStyle » {Black, Thick}]

Show[gl, g2, AxesLabel - {None, "Densité'}]

Densité

w
o

(3%}
(=]
LI B B

.6 0.8

T
(]

0.4

Conclusion: On peut observer que la moyenne arithmétique de 7 variables est approximativement normale. Pourtant, la
distribution des 7 variables de départ est trés loin d'étre normale puisqu'elle est uniformément distribuée sur [0, 1].
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m Central limit theorem

Le résultat précédent est généralisable : la distribution normale est une distribution particuliere vers laquelle tendent
toutes les moyennes. Le central limit theorem nous I'énonce plus précisément.

Hypothéses:
A partir de n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées X;, X,, ... , X,, d'espérance
u=EXp)=...=E(Xy) et décart-type o =VV(Xy) =...=+/V(Xy), on forme une nouvelle variable aléatoire

M = 2 (Xg + Xz + ... + Xn).

Conclusion:
Pour n tendant vers l'infini, la distribution de M tend, en probabilité, vers la distribution normale de moyenne u et

d'écart-type =z,
YPE o'm ey

La démonstration du central limit theorem reléve du niveau universitaire.

= Application a la simulation : estimation de I'erreur

Rappel
En accord avec les résultats de Statistique I, § 4, la distribution normale de moyenne u et d'écart-type o posséde les

propriétés suivantes
l'intervalle [u — om, 1 + o] contient environ 68.3 % des observations;
l'intervalle [u — 2 om, u + 2 oy ] contient environ 95.5 % des observations;
l'intervalle [u — 3 om, 1 + 3 0m] contient environ 99.7 % des observations;

Conséquence:
Pour de grandes valeurs de n, la moyenne empirique de n tirages indépendants a une distribution approximativement

S

normale. En notant m la moyenne empirique, s I'écart-type empirique et oy = I'estimation de oy, nous aurons

n-1

approximativement

ez . A A . "

la probabilité que l'intervalle [m —oMm, M+ o-M] contienne u est de 68.3 % environ;
. . A A . .

la probabilité que I'intervalle [m —20Mm,M+2 ch] contienne u est de 95.5 % environ;

— . A A . .
la probabilité que l'intervalle [m -3om,Mm+3 O'M] contienne u est de 99.7 % environ.

Justification:
Dans la relation suivante, on peut échanger les réles de m et p.

me [LL—-0Oms UL+ Own] = U—-0y <M< U+ oy
= -OM <M - < on
= oM > -M+ > - Opn
= -Ooy < U -M< oy
= m-oy <
U< M+ oy = ue [M-oy, M+ oy]

oM est estimé par

A n S n S
OmM = Sm = =

n-1  /np Vn-1 n-1

Pour des valeurs de n pas trop petites, I'approximation o ~ oy est Iégitime. Par suite

approx A A
me [1L—-0Ons UL+ Own] —— ,ue[meM,erOM
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Le central limit theorem nous fournit ainsi une estimation de I'erreur dont nous tirerons profit dans le chapitre
Simulation.



