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Avant-propos

Avant toute chose, nous souhaitons préciser que l'idée de ce travail de maturité
n’est pas de décrédibiliser le travail fourni par les cinéastes mais bel et bien de
prendre leur travail comme point de départ a des recherches sur la vie et les travauz
de John Forbes Nash Jr. Le but est d’en apprendre plus sur cet homme et, par la
suite, de comparer la réalité au film qui, pour des raisons évidentes de qualité ou de
temps, ne peut faire une représentation parfaite de la vie de John Forbes Nash Jr.

Quentin Perroud, Thomas Rosset
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Introduction

0.1 Choix du theme

Le choix de ce theme pour notre travail de maturité s’est déroulé en plusieurs étapes.

Premierement, nous avons eu l'idée de proposer un séminaire qui s’intitulerait Les
mathématiques dans les arts. L’idée était de s’intéresser a plusieurs types d’arts
comme la peinture, la musique, la sculpture ou 'architecture et d’analyser 'impor-

tance des mathématiques dans ces différents domaines.

Deuxiemement, 'idée des mathématiques dans le cinéma est apparue. Le but était de
s'intéresser a la place qu’ont les mathématiques dans les films que nous regardons et
de vérifier si ce qui y est dit est correct. L’analyse de tableaux mathématiques avait

une place importante pour vérifier la justesse des formules qui y sont représentées.

Troisiemement, apres le visionnage d'une vingtaine de film, I'idée de se concentrer sur
un seul d’entre eux est apparue. S’intéresser plus profondément & un mathématicien
ayant existé et a ses travaux puis comparer ceci avec ce qui est dit dans le film. C’est
pourquoi nous en sommes arrivés a nous intéresser a la vie et aux travaux de John

Forbes Nash Jr. qui fit des découvertes révolutionnaires et dont la vie fut palpitante.

La problématique ainsi trouvée est : « La représentation des travaux et de la vie de

John Forbes Nash Jr. faite dans Un Homme d’exception est-elle correcte ? »
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0.2 Meéthodologie

L’idée était de découper le travail en plusieurs phases :

Premierement, une étude de la vie de John Forbes Nash Jr. basée sur des recherches
et la lecture de la biographie de Sylvia Nasar Un cerveau d’exception : de la schi-
zophrénie au nobel / la vie singuliere de John Forbes Nash sur laquelle est basé le

film Un homme d’exception, suivie d'une comparaison entre la réalité et le film.

Deuxiemement, une étude de la théorie des jeux de John Nash afin de la synthétiser,
I'expliquer et l'illustrer a travers divers exemples fictifs et réels, pour ensuite la

comparer avec sa représentation dans le film et vérifier si le film lui est fidele.

Enfin, un sondage en lien avec la théorie des jeux pour comparer les résultats

théoriques avec ce que des personnes lambda auraient fait.

12



Chapitre

La vie de John Forbes Nash Jr.

1.1 Son enfance

John Forbes Nash Jr. est né le 13 juin 1928 a Bluefield en Virginie-Occidentale. Son
pere, John Forbes Nash Sir, ingénieur de profession et sa mere, Margaret Virginia

Nash appelée Virginia, professeur de latin, tiennent beaucoup a lui.

John se montre rapidement comme étant un petit garcon tres introverti avec un
intellect développé que sa mere I'encourage a cultiver en lisant et en étudiant des
sujets tres compliqués pour son age. Ses parents le forcent aussi a sortir pour se
faire des amis et a jouer avec sa petite sceur Martha [1], mais ses principaux hobbies
restent les échecs, 1’écoute d’ceuvres de Jean-Sébastien Bach et la mise en place
d’expériences scientifiques multiples. Celles-ci sont faites devant ses camarades de
classe ou, pour les plus dangereuses, avec Donald Reinelds et Herman Kirchnen,
d’autres enfants de son age. L'une d’entre elles sera méme tellement explosive qu’elle

coltera la vie a Herman.

Malgré le fait que John ne soit pas un tres bon éleve quant au respect des regles
et a ses relations avec les autres éleves - il est sujet a de nombreuses moqueries
mais « rend les coups » a l'aide de son intelligence - il montre cependant un fort
intérét pour les sciences. Il apprend en lisant des livres que sa mere lui procure et
corrige méme parfois son professeur. Virginia s’occupe beaucoup de son fils d'un
point de vue intellectuel. Elle s’arrange pour lui faire sauter des semestres ou pour
qu’il puisse prendre des cours au college de Bluefield des 1941 malgré son jeune age.
Son intérét pour les mathématiques arrivera plus tard, quand il découvrira le livre
Men of Mathematics. [Nas01]
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1.2 Ses études

1.2.1 Carnegie Institute of Technology (CIT)

John Forbes Nash étudie au Carnegie Insti-
tute of Technology a Pittsburgh des 1945 et
jusqu’en 1948. A la suite de la seconde guerre
mondiale, l'intérét porté pour les sciences
et les mathématiques dans les écoles a tres
fortement augmenté car 'état et les entre-

prises ont besoin de plus en plus de scienti-

fiques pour continuer les recherches lancées

FIiGURE 1.1 — Le CIT au début du
XXeme sigcle [5]

durant la guerre et pour vaincre la Russie
dans la guerre froide. C’est pourquoi le CIT
commence a avoir une forte réputation en

mathématiques.

Nash décide d’y entrer pour devenir ingénieur comme son pere. De plus, il y obtient
une bourse. Son passage au CIT est tres important dans sa vie puisque c’est a ce
moment qu’il décide de se tourner vers les mathématiques pour en faire son métier,

convaincu par ses professeurs.

Ses relations avec les autres étudiants ne sont pas aisées, bien au contraire... Il
est tourmenté, seul, et il subit beaucoup de moqueries quant a ses tendances ho-
mosexuelles. Nash est en recherche constante de reconnaissance. C’est pourquoi il
décide de s’inscrire a un concours de mathématiques organisé pas I'une des univer-
sités les plus reconnues au monde : Harvard! Mais il sera mal classé et en gardera

une certaine rancceur et une certaine déception jusqu’a la fin de ses jours.

Malgré le fait qu’il fut mal classé au concours, Nash est toujours un éleve brillant
durant les cours. Il aide ses professeurs lorsque ceux-ci ne voient pas les erreurs qu’ils
ont commises et il a déja un savoir conséquent en mathématiques. A sa sortie du
CIT, du fait qu’il ait d’excellentes connaissances, il a le choix entre 4 universités
différentes pour continuer ses études : Chicago, Michigan, Harvard et Princeton. Le
choix fut assez simple car le « Fine Hall », centre du département des mathématiques
de Princeton, est un lieu rempli des plus grands mathématiciens de I’époque, Albert
Einstein pour n’en citer qu'un seul. De plus, Princeton souhaite que Nash vienne y

étudier. Et quand Princeton souhaite un éleve, elle 'obtient. C’est pourquoi Nash

14
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eut le droit a la bourse J.S.Kennedy qui couvrait I'entiereté des frais pour étudier

a Princeton avec méme une chambre plus confortable que celle des étudiants ne

bénéficiant pas de la bourse.

[NasO1]

1.2.2 Princeton

Durant ses études a 1'université de Princeton, soit entre 1948 et 1950, Nash accomplit

une infinité de choses.

FIGURE 1.2 — Le Fine Hall de Prince-
ton [6]

A son arrivée a Princeton, Nash se fait
quelques amis parmi les professeurs : Gale,
Tucker ou Lefschetz qui est le chef du
département de mathématiques et pour qui
la production d’articles est plus importante
que la présence durant les cours, ce qui ar-
range bien entendu Nash. Mais il se fait
aussi plusieurs ennemis comme Emil Ar-
tin ou John Von Neumann qui ne seraient
pas contre voir Nash quitter les lieux. Ces
inimitiés sont dues a la maniere d’étre de
Nash : il est solitaire, vaniteux, enfantin,
orgueilleux, fait souvent preuve de vantar-
dise et est méme parfois violent ! Il n’hésite
pas a poser des questions difficiles aux
autres pour résoudre ses propres problemes
mathématiques. Il choisit ses interlocuteurs
et ne s’attache pas a eux. Il est tres peu
présent durant les cours car il préfere ap-

prendre seul en refaisant les calculs lui-

meéme. Il travaille couché sur les tables ou en faisant les 100 pas, siflant du Bach.

Malgré tout cela, les autres étudiants ont quand méme une forme de respect envers

lui due a son génie.

De plus, Nash est tres voire trop audacieux. Un jour, il a interpellé Albert Einstein

pour lui demander d’avoir rendez-vous car il souhaitait lui donner des conseils sur

15
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la théorie des quantas. Apres avoir écouté ce que Nash avait a lui dire, Einstein

répondit : « Il faudrait en apprendre plus sur la physique jeune homme. »*

C’est aussi durant ses années en tant
qu’étudiant a Princeton que Nash in-
vente le jeu « Nash » tres similaire au jeu
« Hex » de la méme période. Il a un im-
mense succes a Princeton, ou les profes-

seurs et les éleves apprécient beaucoup ce

genre d’activités intellectuelles.
FIGURE 1.3 - Plateau de Hex [10]

Mais son plus grand travail dans les murs de Princeton reste son mémoire sur la
théorie des jeux de 1950, Non Cooperative Games, qu’il écrit pour valider son doc-
torat. Pour cet article, Nash s’inspire des travaux de Von Neumann et Morgenstern
Theory of Games and Economic Behaviour mais y ajoute des dimensions fondamen-
tales des jeux : la non-coopération et les jeux a somme non-nulle que Von Neumann
et Morgenstern n’avaient pas pris en compte en se basant sur des jeux a somme nulle

et la coalition entre les joueurs.

Les ajouts de Nash permettent une multitude d’applications de cette théorie : en
économie, en sciences politiques, en sociologie ou encore en biologie évolutive. C’est
d’ailleurs ce qui lui vaudra son prix nobel ! Mais cela ne plait pas a Von Neumann, ce
qui créera un conflit entre les deux hommes, au point que von Neumann qualifiera
le concept d’équilibre de Nash comme n’étant qu'un « simple théoreme du point

ﬁxe > 2.

[Nas01]

1. NASAR, Sylvia; Un cerveau d’exception : de la schizophrénie au Nobel, la vie singuliére de
John Forbes Nash; Trad. de I’Anglais par DESMOND, William Olivier ; Paris : Calmann-Lévy,
2001, 538p chapitre 5

2. NASAR, Sylvia; Un cerveau d’exception : de la schizophrénie au Nobel, la vie singuliére de
John Forbes Nash; Trad. de I’Anglais par DESMOND, William Olivier ; Paris : Calmann-Lévy,
2001, 538p chapitre 10
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1.3 Sa vie adulte

1.3.1 Sa vie de couple

John Nash vit sa premiere relation de couple avec Eleanor Stier, une infirmiere,
un an apres son entrée au Massachusetts Institute of Technology (MIT). Il a son
premier fils avec elle, John David Stier, né le 19 juin 1953. C’en est trop pour John
qui les abandonnera (quelle gentillesse!) [2]. Les parents de John sont choqués par
la procédure judiciaire qui obligera leur fils a payer une pension alimentaire a son

ex-compagne.

John Nash a deux relations homosexuelles avec Bricker et Thorson, qu’il niera, ainsi

qu'une qu’on lui suspecte avec John Von Neumann mais qui n’est pas confirmée.

Ensuite, il sort avec Alicia Esther Lopez-
Harrison de Larde, qui est d’ailleurs bien
appréciée par la mere de John Nash. Alicia
était une des éleves de Nash. Elle est tres in-
telligente et travaillera au MIT en tant que
physicienne. John avait commencé a courti-

ser Alicia alors qu’il n’avait rompu ni avec

Eleanor ni avec Bricker. Leur relation est of-

FIGURE 1.4 — John et Alicia [7]

ficialisée en 1957 avec leur mariage et deux
ans plus tard, en 1959, avec la naissance de
leur fils, John Charles Martin Nash. Celui-ci est né le 20 mai 1959, une semaine avant
que son pere, interné pour schizophrénie, sorte de I'hopital McLean [20]. Pour I’anec-
dote, John Charles est lui aussi schizophrene, et aura par ailleurs des hallucinations

visuelles. Comme son peére, il fera un doctorat en mathématiques [13].

Le couple sera bouleversé par la schizophrénie® de John Forbes Nash : ils fini-
ront par divorcer en 1963, mais Alicia continuera cependant a aider son ex-mari
financierement puisqu’il ne peut pas travailler, et s’occupera méme de lui. Entre
1965 et 1967, il retourne avec Eleanor et son premier fils, travaille a 1'université
Brandeis, mais la situation est tres tendue. Il retournera chez sa mere Virginia a
Roanoke en 1967, ou vit encore sa sceur Martha. Cette derniere finira par ne plus
pouvoir supporter son frere et le fera interner en 1970, ce qui effraie John. Il sortira

2 mois plus tard et décidera de couper toute relation avec sa soeur. John Nash re-

3. Sa schizophrénie est traitée en détail dans le point 1.4
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tourne aupres d’Alicia avec qui il se remariera en 2001 et ne quittera plus jusqu’a la

fin de ses jours [12].

[Nas01]

1.3.2 Son travail

Apres avoir recu son doctorat, John Nash travaille de 1950 a 1951 a Princeton,
ou il enseigne l'analyse. Puis, il devient professeur au MIT, jusqu’en 1959, ou il
fera des travaux dirigés en sciences entre 1951 et 1952. Ses éleves le considerent
comme sévere, les examens sont difficiles et il ne parle pas des recherches qu’il mene
en parallele durant ses cours. Durant les étés 1951, 1952 et 1954, il travaille aussi
pour la RAND (Research ANd Development) Corporation en tant que consultant.
La-bas, ses travaux sur la théorie des
jeux sont beaucoup utilisés dans le cadre

de la guerre froide par l'état-major .7
américain. Grace aux réflexions four- §

nies durant son travail, il apparait aux

militaires américains qu’ils n’ont aucun F 4

intérét a déclencher une guerre nucléaire
qui provoquerait une destruction mas- 2
sive. La stratégie adoptée est donc celle

du dialogue. C’est a ce moment que
FIGURE 1.5 — Quartiers généraux actuels

I'idée de menaces de la théorie des jeux de 1a RAND [9]

est trés importante. Avant de commen-
cer les négociations, chaque partie pose
une condition indispensable a son accord et une menace qu’elle activera si cette
condition n’est pas respectée. Cela assure le respect de la condition. De plus, la mise
en place d'un arbitre dans ces négociations internationales se révele indispensable.
Nous pouvons donc penser que ce fameux arbitre sera la future Organisation des

Nations Unies.

John sera renvoyé de la RAND Corporation suite a ses soupcons d’homosexualité. Le
simple fait d’étre soupconné suffit au renvoi. Il sera tout de méme aidé par Lefschetz,

Bochnet et Steerod pour obtenir un poste a Princeton mais en vain.

Durant ses travaux au MIT, il discute beaucoup en-dehors des cours avec les éleves

et les autres professeurs, ils se posent des défis entre eux. Certains professeurs de

18
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cet institut vont d’ailleurs se faire renvoyer apres des tensions politiques : ils furent
accusés de communisme. Il va sans dire que cela est trés mal percu aux Etats-Unis
durant cette période. John Nash sera d’ailleurs invité a participer a cette guerre :
on le convoque au service militaire, qu’il souhaite éviter, tout introverti qu’il est.
Viendront donc a sa rescousse la RAND Corporation et certains amis de Princeton,

qui expliqueront que son travail est une aide tres précieuse pour ’armée américaine.

Tout comme sa vie de couple, son travail sera bouleversé par ’arrivée de la schi-
zophrénie mais il y aura cependant certains bénéfices. Certes ses nombreux séjours
a I'hopital ainsi que les médicaments qu’il doit prendre de temps a autre ont un
impact conséquent sur ses capacités intellectuelles, mais sa maladie augmente sa
capacité a penser autrement que le commun des mortels. Ceci lui permet d’attaquer
les probléemes sous un angle nouveau et, par conséquent, de trouver les solutions
différemment. Il aura ce petit grain de génie qui lui permettra de résoudre des
problemes tres difficiles de maniere révolutionnaire, mais cela rend aussi son raison-
nement difficile a comprendre. John sera extrémement efficace dans ses recherches.
Cependant, il devra quand méme faire une pause de 30 ans dans ses travaux entre
1960 et 1990, en partie aussi a cause d'une légere dépression due a sa schizophrénie
[12]. Cela va pousser les gens a croire qu’il est mort, car il ne publiera rien et
n’enseignera pas pendant cette période. Lorsqu’il retourne au travail, il n’est pas
encore completement guéri. Par conséquent, les éleves le voient surtout écrire des
équations incompréhensibles sur les tableaux des couloirs, ce qui lui vaut son surnom
de « fantome de Fine Hall ». Lui-méme se considére comme mort lorsqu’il répond :
« You may use my article as if I were dead » quand le Dr. Myerson lui demande
la permission d’utiliser un de ses articles [3]. A cause de cette pause, la plupart de
ses travaux furent réalisés avant ses 32 ans : théorie des jeux, théoreme de plonge-
ment, théoreme de Nash-Moser, les travaux sur la géométrie algébrique, les variétés
différentiables, la résolution du 19°™¢ probleme de Hilbert pour en citer quelques-
uns. Il s’amuse d’ailleurs a proclamer avoir résolu le théoreme du plongement avant
de s’y étre intéressé, ceci dans le but de vérifier 'apport de notoriété qu’il gagnerait
le cas échéant. Ayant jugé la gloire suffisante, il décide de trouver la réponse. Il fait
de méme pour le théoreme Nash-Moser. En tout, il réalise 23 études scientifiques
entre 1945 et 1996.

Pour finir, il guérira de sa maladie, recommencera a discuter avec d’autres mathéma-
ticiens et reprendra gotit pour I'apprentissage et les mathématiques, particulierement
depuis 1990 : c’est a ce moment qu’il aura a nouveau des contacts sociaux. Il cor-

rigera méme un article de Peter Sarnak, preuve qu’il va mieux. En dehors des
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mathématiques, il développera aussi un grand intérét pour les ordinateurs, qui ont

bien eu le temps de progresser depuis ses dernieres années « saines ».

[Nas01]

1.3.3 Ses prix, ses réussites et sa mort

Bien qu’il ait fait la plupart de ses travaux avant 1960, les prix n’arriveront que
bien plus tard, ce qui n’enchante pas Nash qui est depuis tres jeune a la recherche
de prix pour prouver sa valeur. Dans ce but, il essaye de prouver I'hypothese de
Riemann. Ce n’est qu’en 1978 qu’il regoit son premier prix, le prix de théorie
John Von Neumann pour ses découvertes sur les équilibres non-coopératifs, donc
en lien avec sa théorie des jeux. Puis, 16 ans plus tard, la gloire arrive avec la
remise de son prix Nobel en économie, pour sa these de doctorat Non-cooperative
games, partagé entre lui et deux économistes, Reinhard Selten et John Harsanyi.
Lorsqu’on lui annonce qu’il pourrait rece-
voir un prix Nobel, c’est un choc pour lui
et son entourage : cela fait a ce moment
plus de 30 ans qu’il a rédigé la these qui
est a l'origine de ce prix! De leur coté, les
organisateurs sont un peu inquiets car John
Nash n’est pas considéré comme quelqu’un

d’adéquat a I'image du prix Nobel par bien

des personnes. Ceux-ci pousseront Waloddi A
Weibull a vérifier I'état mental de Nash. Ce- praure 1.6 - John Nash, avec John
dernier et certains de ses amis arriveront Harsanyi et Reinhard Selten, a la re-
A convaincre le comité que tout se passera mise de son prix Nobel [8]

bien, et tout se passa effectivement sans en-

combre. Une fois le prix recu et le roi de Suede rencontré, Nash retourne aux Etats-
Unis, plus précisément a Princeton, o on organise une petite féte en son honneur.
C’est durant cette période de joie que Nash décide de reprendre contact avec sa soeur

et son premier fils, John David Stier.

L’année suivante, en 1995, Princeton lui donne le titre de doyen de recherches
mathématiques, puis en 1999, il recevra le prix Leroy P. Steele pour son article
The Embedding Problem for Riemannian manifolds, publié en 1956 dans Annals of
mathematics [22]. En 2012, il est fait membre de la société américaine des mathéma-

tiques [20]. Finalement, le dernier prix qu'il regoit fut le prix Abel, en 2015, pour
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ses contributions dans la théorie des équations aux dérivées partielles non linéaires
et ses applications a l'analyse géométrique[16]. Malheureusement, lorsqu’ils rentrent
aux Etats-unis le 23 mai 2015, John et Alicia décédent d’'un accident de taxi dans le
New Jersey. Ils portaient cependant une part de responsabilité : certes, le conducteur
a perdu le controle du véhicule, mais les deux amoureux n’avaient pas attaché leurs

ceintures de sécurité, ce qui auraient pu leur sauver la vie [20].

[Nas01]

1.4 La schizophrénie

Evidemment, on ne peut pas parler de John Forbes Nash Jr. sans évoquer sa ma-
ladie : la schizophrénie. Celle-ci aurait commencé chez lui a ’age de 31 ans, soit en
1959.

1.4.1 Ses hallucinations et leurs causes

Contrairement a ce que l'on pourrait croire, la majorité des hallucinations sont
auditives. Il est tres rare pour un schizophrene d’avoir des hallucinations visuelles,
la plupart du temps les symptomes sont percus sous la forme de bruits ou voix que
les malades imaginent. Dans le cas de Nash, ces perceptions sensorielles sont souvent
reliées a la politique : selon lui, il y aurait aux Etats-Unis un complot communiste

dont les membres porteraient des cravates rouges pour se reconnaitre entre eux.|[12]

John Forbes Nash serait par ailleurs un extra-terrestre, un élu, qui aurait pour but
d’accomplir une mission en décryptant des textes. Il cherche donc des signes partout.
Sa quéte le poussera a envoyer des lettres au gouvernement pour faire part de ses

découvertes.

Ses crises sont souvent liées a deux facteurs en particulier : le stress et le travail.
Nash a tendance a s’acharner sur ses activités, ce qui a comme effet de déclencher

sa schizophrénie.
[Nas01]
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1.4.2 Les conséquences

La schizophrénie dont souffre John Nash a bien des conséquences sur son travail,
ses vies sociale et familiale. Concernant son travail, ’homme d’exception devra faire
face a quelques complications. Par exemple, en 1959, lorsqu’il fait une conférence
ayant pour but d’expliquer sa preuve de 'hypothese de Riemann, tout tourne a la
catastrophe. Certains iront méme jusqu’a la qualifier d’incompréhensible, sans comp-
ter le fait que sa preuve était bien évidemment fausse (rappelons que I'’hypothese
de Riemann n’a pas encore été prouvée a ce jour). Ensuite, les symptomes se font
ressentir de maniere croissante et les proches de John le trouvent de plus en plus
bizarre. En outre, les médicaments qu’il doit prendre de temps en temps altéreront
drastiquement son efficacité, sans parler des nombreuses fois ou il est contraint de se
faire interner pour traiter sa maladie. En 1959, il passe les mois d’avril et mai dans
I’hopital McLean, et fera encore bien d’autres séjours dans ces « prisons » jusqu’en
1970.

Concernant sa vie de famille, la maladie va presque tout détruire. Le fait qu’on la
découvre en 1959 n’aide pas car elle arrive peu apres qu’Alicia soit tombée enceinte.
John Nash va donc devoir passer beaucoup de temps a 1’hopital plutot qu’avec son

tres jeune fils.

Deux ans plus tard, en 1961, Nash retrouve une vie plus normale, du moins pour
un certain temps. En effet, il fera une rechute en 1963, ce qui poussera le couple a

divorcer.

Hormis cela, John Nash fait aussi des séjours entre Paris et Geneve en 1959 dans le
but de se faire expatrier. Il veut abandonner la citoyenneté américaine pour devenir
« citoyen du monde » . Depuis I’Europe, il envoie des cartes cryptiques a ses proches

et collegues, avant de se faire arréter et renvoyer aux Etats-Unis.

[Nas01]

1.4.3 Les traitements

John Nash effectue plusieurs séjours hospitaliers pour tenter de mieux vivre avec sa
maladie. Comme dit précédemment, il passe par 'hopital McLean en 1959, dont il
sort en prétendant aller mieux (ce qui est un mensonge). En 1961, il va au Trenton
Hospital, plus pauvre, et passe deux fois par la clinique Carrier entre 1963 et 1965.

Les méthodes utilisées dans ces endroits ne sont pas des plus douces : électro-chocs et
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surdoses d’insuline sont utilisés pour tenter de le guérir. Il faut par ailleurs préciser
que Nash ne va jamais de son plein gré dans ces hopitaux : il est forcé a y aller par
ses proches (Alicia, qui le fait a contre-cceur, et sa sceur Martha). En dehors des
hopitaux, des médicaments sont prescrits a Nash, mais il ne les prend pas la plupart
du temps. Alicia est d’une grande aide pour lui : elle essaie de limiter les traitements
difficiles proposés dans les hopitaux et, lorsque John est libre, elle incite ses amis
a aller lui rendre visite, ce qui lui fait un bien immense. Avant méme que John
soit diagnostiqué schizophrene, elle va organiser des soirées avec leurs amis presque
tous les week-ends, durant lesquelles John Nash parle en partie de mathématiques
avec les invités (bien qu’il ait une réputation d’asocial a cause du film, en réalité, il
est tres social lorsqu’on arrive a percer sa carapace). Pour finir, un retour dans les
couloirs de Princeton I'aide a guérir : il retrouve en ces lieux le calme, la liberté, et

plus important encore, ses amis. Ceci sera son plus grand remede.

[Nas01]
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Chapitre

Le film

Dans un essai de popularisation de la vie de
I'un des meilleurs mathématiciens du XX®me
siecle, la biographie qu’a rédigée Sylvia Nasar
sur John Nash fut adaptée en film en 2001 par
le réalisateur Ron Howard, aussi connu pour
les blockbusters Da Vinci Code et Anges et
Démons [23]. Le film a comme téte d’affiche Rus-
sel Crowe, dans le role de John Forbes Nash Jr
[19].

Bien que la représentation cinématographique
soit tres agréable a regarder - c’est un bon
mélange d’action, de suspense et de romance -,
elle est loin d’étre completement fidele a la réalité
de la vie de John Nash. Personne n’est a blamer.
Comme le dit John Nash dans une interview :
« How can you depict a life in that length of
time ? It’s not really possible. » ! En effet, au mo-
ment de la sortie du film, John Nash avait déja

78 ans.

HE SAW THE
“WORLD IN A WAY

NO ONE COULD HAVE

IMAGINED

FIGURE 2.1 — L’affiche du film :
A beautiful Mind [4]

Dans cette section, nous allons résumer le film de maniere thématique, puis aborder

les similitudes et les différences que contient ’ceuvre par rapport a la réalité.

1. https://youtu.be/UiWBWwCalE07t=184
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2.1 Son enfance et ses études

L’enfance de John n’est que tres rapidement résumée dans le film : on n’en parle pour
ainsi dire pas. La seule information qui est donnée est en analepse, lors d'un dialogue
entre John Nash et son professeur d’école primaire qui aurait dit « Two helpings of

2 en parlant au jeune John. Cette phrase

brain but only half a helping of heart »
exprimerait un probleme de contact social au profit de son aisance mentale, mais il
n’est pas completement vrai que John Nash rencontrait des difficultés relationnelles.
Comme dit dans le chapitre précédent, il est tres sociable une fois que 'on a réussi

a percer sa carapace.

Concernant ses études, les détails se précisent. Cependant, rien n’est dit sur ses
années au CIT : le film commence a Princeton, qu’il integre en septembre 1947 alors
qu’en réalité, il I'a intégrée un an plus tard. A 1’école, il peine a se faire des amis
(la seule personne avec qui il parle est son colocataire, Charles Herman, qui n’est
rien d’autre qu’une de ses illusions). Certains se moquent de lui. Par exemple, apres
avoir perdu une partie du jeu de go contre un autre éleve, il part en courant et
renverse la table. Il se fait appeler « The great John Nash », d'un ton ironique?.
En général, il se comporte de maniere
peu conventionnelle : il observe les ani-

maux dans la cour®

, écrit sur les fenétres
du campus® et manque totalement de
tact. Lors d’une soirée dans un bar, il
aborde une femme, et recoit une claque

apres avoir dit « I don’t exactly know

what I'm required to say in order for you
FIGURE 2.2 — Nash qui écrit sur une to have intercourse with me, but could
fenétre de sa chambre* we assume that I said all that ? » 7 Tout
ceci va un peu a l’encontre de sa vraie
vie : il avait certes des comportements spéciaux, mais ce n’est pas pour autant qu’il
était seul et a I'écart des autres. Au contraire, on 'appréciait bien! Cependant,
I'indépendance qu’a John Nash dans ses études est bien représentée dans le film :

on ne voit aucune scene ou John Nash est dans une salle de classe en train d’écouter

Un homme d’exception : 7’44
Un homme d’exception : 11’20
Un homme d’exception : 6'25
Un homme d’exception : 9'20
Un homme d’exception : 11°50
Un homme d’exception : 14’30

NSOt N
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un cours. En effet, il se ballade dans les couloirs, trouve ses propres idées, travaille

seul.

Comme dans la réalité, son travail de
doctorat porte sur la théorie des jeux.
Apres avoir découvert Adam Smith, un
philosophe et économiste du XVIII®™e
siecle qui aurait dit que l'individualité
est ce qu'il y a de mieux?, John Nash

décide de remettre cette notion en cause

dans son travail nommé Non Coopera-
tive Games. Celui-ci va a 'encontre de FIGURE 2.3 — Le document que Nash a
toutes les théories économiques utilisées TeMis pour son doctorat ®

a cette époque. Ce n’est pas pour autant

que le document est refusé. Au contraire, I’examinateur remarque I'audace dont fait
preuve John Nash et met en avant I'excellence du travail : « Well, Mr. Nash, with

a breakthrough of this magnitude, I'm confident you will get any placement you

like. » L

2.2 Sa vie adulte

2.2.1 Sa vie de couple

La vie de couple est bien moins chaotique dans le film qu’en réalité. On ne parle
d’aucune relation antérieure a celle avec Alicia (qui était comme dans la vraie vie
éleve de John Nash). Dans la fiction, leur union est célébrée apres 1953 (aucune
date précise n’est donnée) et ils restent ensemble toute leur vie, malgré les quelques
séjours que John fait a 1’hopital psychiatrique. Aucun divorce n’est mis en scene
dans ce film, méme si Alicia peine a aimer John Nash a cause de sa maladie. Elle ne
le quitte pas car elle se sentirait coupable de I’abandonner. En outre, elle 'imagine

encore comme lorsqu’elle I’a rencontré, ce qui lui permet de I'aimer & nouveau .

8. Un homme d’exception : 22’38
9. Un homme d’exception : 21°00
10. Un homme d’exception : 23’15
11. Un homme d’exception : 1°21°00
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Leur relation n’est pour autant pas parfaite. Plusieurs fois, Alicia désespere a cause

12 5u des hallucinations *3. Lors

de son mari, que ce soit a cause des médicaments
d’une visite du Dr. Rosen, un employé de 'hopital psychiatrique, elle avoue que son

mari n’arrive pas a la satisfaire a cause des médicaments .

2.2.2 Son travail

Quant aux travaux de Nash, le film
se permet quelques libertés mais reste
tout de méme fidele a la vie du
mathématicien. On ne parle pas de ses
travaux a la RAND, mais de travaux au
Pentagone pour analyser des signaux ra-

dios venant de Moscou en 1953. Peut-

étre que lors de 'écriture du script, ils
ont pensé que le Pentagone était plus FIGURE 2.4 — Les signaux que John doit
connu que la RAND (et ils n’ont pas déchiffrer au Pentagone **

vraiment tort, a vrai dire). Plus tard,

John est engagé aux Wheeler Defense Labs du MIT. Bien que ce laboratoire n’existe

en réalité pas [11], il a de fait travaillé au MIT jusqu’en 1959.

Comme dans le réalité, la schizophrénie va bousculer sa vie professionnelle. Ali-
cia décide une premiere fois d’appeler un centre psychiatrique, puis, lors d'une
conférence incompréhensible que Nash donne sur sa preuve de la conjecture de Rie-
mann (conférence qu'’il a aussi donnée en réalité), des hommes du centre ’emmenent
de force '6. 11 doit rester & I’hopital pour un certain temps, ce qui 'empéche comple-
tement de travailler. Une fois sorti, il doit prendre des médicaments qui affaiblissent
ses capacités intellectuelles et le ralentissent beaucoup. Il finit par ne plus les prendre,
ce qui engendrera une rechute. Il retournera a Princeton pour travailler, car avoir
de la compagnie ’aide a supporter sa maladie, malgré le fait que les premiers jours
soient difficiles (cela fait longtemps qu’il n’a pas été exposé a l'extérieur). Il sera

donc tres sensible aux remarques que certains éleves font dans son dos.

12. Un homme d’exception : 1°28’30
13. Un homme d’exception : 1°37°30
14. Un homme d’exception : 1°39°00
15. Un homme d’exception : 25’33

16. Un homme d’exception : 1°03’50
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2.2.3 Ses travaux et ses prix

Les réussites de John sont tres peu abordées dans ce film. Le seul travail achevé
dont on parle est son mémoire sur la théorie des jeux ainsi que le prix Nobel qu’il
recevra pour celui-ci. Comme dans la réalité, les organisateurs sont inquiets pour la
santé mentale de John Nash. Thomas King (personnage inventé pour 'occasion), qui
travaille pour le comité du prix Nobel, vient lui rendre visite pour vérifier son état
mental. Lorsque John apprend que le prix lui est attribué pour sa théorie des jeux,
il est surpris : il pensait que ce serait plutot un de ses autres travaux, par exemple
son manifold embedding, qui lui vaudrait le succes. Il est aussi choqué par toutes
les utilisations que 'on trouve & sa théorie et au bargaining problem'”. Apres leur
entrevue, King est rassuré sur la santé mentale de Nash qui regoit son prix Nobel

en 1994, ce qui conclut le film.

Beaucoup d’attention est étonnamment aussi
portée a ses travaux sur ’hypothese de Riemann.
En réalité, il a en effet essayé d’expliquer sa
preuve dans une conférence, aussi présente dans
le film !, mais 'ccuvre cinématographique donne

a ce probleme une immense importance : on voit

Nash travailler dessus a maintes reprises, que ce

FIGURE 2.5 — La conférence que
Nash donne sur I'’hypothese de

soit avant sa conférence, ou lorsqu’il se ballade de
Riemann '8 nouveau dans les couloirs de Princeton quelques
années avant de recevoir son prix Nobel 2.

2.3 La schizophrénie

2.3.1 Ses hallucinations

Le film adopte un point de vue différent sur les hallucinations de John Nash. Pour
effectuer une représentation efficace de la schizophrénie, les réalisateurs utilisent des
hallucinations visuelles a la place des auditives que Nash a vraiment vécues. Ce choix

est tres logique : cela donne un bien meilleur rendu pour les spectateurs, méme si

17. Un homme d’exception : 2°01°00
18. Un homme d’exception : 1°03’41
19. Un homme d’exception : 1°03’52
20. Un homme d’exception : 1°55’57
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la fidélité a la réalité est altérée. Comme dans la vraie vie, bien des hallucinations
tournent autour de la politique avec un certain William Parcher qui travaille pour le
Département de la Défense des Etats-Unis. Il engage John pour décrypter des codes
cachés par des espions soviets dans les journaux publiés par New Freedom qui leur
permettraient de communiquer entre eux. Ils ne portent cependant pas de cravates

rouges, celles-ci étant le symbole du complot communiste évoqué dans le point 1.4.1.

Nous retrouvons aussi 1’hallucination
qu’est son collegue de Princeton, Charles
Herman. Il permet a John de sortir de
sa coquille, de se relacher un peu. Il
reste a ses cotés durant toute sa vie, et
amene méme sa niece Marcee avec lui

lorsque Nash est adulte. Cette niece, par

ailleurs, va aider John a comprendre que
Charles n’est qu’une hallucination car FIGURE 2.6 — Charles Herman, le « colo-

. . 21
il se rend compte quelle ne grandit ja- cataire prodigue >

mais 22 |

La beauté qui réside dans la vision de la schizophrénie transmise par le film est que
le spectateur ne sait pas tout de suite que ce sont des illusions. Ce n’est que lors de
la premiere visite a I’hopital psychiatrique, apres une heure de film, que ’on apprend
que John est schizophréne??. Il n’y a que quelques détails qui nous permettent de le
prédire, par exemple, si I’on regarde bien, lorsqu’il crie le nom de Parcher dans les

couloirs du MIT et qu’un de ses collegues le remarque 4.

2.3.2 Les conséquences et les traitements

La vie de couple sera dans le film bien moins impactée qu’en réalité. En effet, dans la
fiction, ils restent toute leur vie ensemble. Quant aux travaux de Nash, les complica-
tions sont plus grandes. Il doit aller une premiere fois a I’hopital psychiatrique alors
qu’il donnait une conférence sur I’hypothese de Riemann et il refuse d’admettre qu’il
est schizophrene, croyant que le centre est tenu par les Russes. Il s’y résout finale-

ment quand il se rend compte que I'implant qui lui permettait d’aller dans les locaux

21. Un homme d’exception : 51°24

22. Un homme d’exception : 1°38°30
23. Un homme d’exception : 1°09°00
24. Un homme d’exception : 1°01°00
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secrets du Département de la Défense n’est plus la. C’est dur pour lui d’accepter

cela. Comme le dit le Dr. Rosen dans le film :

Imagine that you had suddenly learnt that the people, the places, the
moments most important to you were not gone, not dead, but worse,
had never been. What kind of hell would that be. %"

Ensuite, les traitements s’enchainent. Il doit su-
bir 5 chocs a l'insuline par semaine, pendant 10
semaines. Méme une fois hors de 1'hopital, les
traitements ne s’arrétent pas. Il doit continuer
a prendre des médicaments qui impactent beau-

coup sa vie : le grain de génie qu’il avait avant

lui semble avoir disparu et il peine a trouver le

FIGURE 2.7 — Un choc a l'insuline

bonheur dans la vie car il ne pense plus qu’au

26
: 127,

que Nash recoit a 'hopita )

travail

Finalement, il décide d’abandonner les médica-
ments sans le dire a Alicia, ce qui va grandement améliorer sa capacité a travailler.
Elle ne le remarque pas tout de suite et John retombe dans la schizophrénie. Un
jour, elle entend des bruits de radio dans la forét proche de leur maison et elle
trouve le bureau de son mari, ou il a recommencé a travailler pour Parcher, sous
la pression militaire qu’il s’imagine. John laisse le bébé qui est dans le bain sous la
surveillance de Charles. Par conséquent, Alicia le sauve in extremis de la noyade.
Apres cela, Alicia appelle de nouveau le Dr. Rosen. Nash la frappe sans faire expres
en voulant pousser Parcher, qui menacait sa femme. Elle tente de partir en voiture,
mais Nash 'arréte car il a compris que Parcher et Charles étaient des illusions grace

a Marcee 28.

Apres une visite du Dr. Rosen, Alicia recoit des papiers qui I'autorisent a envoyer
John a I'hopital si elle en ressent le besoin. Au final, elle ne le fera jamais car elle
pense qu’il existe une autre solution pour que Nash vive avec sa maladie. John
trouve que Rosen a raison quand il dit qu’il est trop dangereux pour son entourage
et il demande a sa femme de partir mais elle reste tout de méme a ses cotés pour
I’aider. Il décide de retourner a Princeton pour travailler de son coté et demande a

Martin Hansen, un de ses vieux rivaux de ’époque qui est maintenant recteur de

25. Un homme d’exception : 1°18’30
26. Un homme d’exception : 1°20°12
27. Un homme d’exception : 1°24°00
28. Un homme d’exception : 1°34’30 a 1°38’50
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I'université, s’il peut utiliser les couloirs et la bibliotheque pour travailler. Martin
accepte. Plus tard, Nash a un conflit avec Parcher dans la cour de I’école. Ils se font
encercler par beaucoup d’éleves qui regardent Nash bizarrement. Martin va venir a la
rescousse de John qui va désormais décider de ne plus parler a ses illusions bien que
la tentation soit grande. Apres avoir travaillé de longues heures dans la bibliotheque
et les couloirs puis avoir méme donné des pseudo-cours dans la bibliotheque, il
demande, en 1978, a Martin s’il peut intégrer le corps enseignant. Malgré le fait que
Martin trouve que c’est un mauvais professeur, il tente tout de méme de lui trouver

une place de travail pour le printemps suivant.

En résumé, le film est certes fidele a la réalité en bien des points mais il se permet
tout de méme de romancer fortement la vie du mathématicien. Ceci est parfaitement
normal car on ne peut raconter une vie entiere sans la simplifier. Un avis critique

plus détaillé est donné dans la conclusion finale.

32



Chapitre

La théorie des jeux

3.1 Les bases de la théorie des jeux

Le but de cette partie est d’exposer les différents concepts essentiels a la bonne
compréhension de la théorie des jeux et de fixer la notation qui sera utilisée dans la
suite de ce travail. De plus, un exemple est utilisé tout au long de la section pour

appliquer les principes théoriques discutés.

3.1.1 L’ensemble des joueurs

L’ensemble des joueurs contient, comme son nom l'indique, la totalité des joueurs.

Un ensemble contenant n € N* joueurs 7 € |1; n| est noté ainsi :
)

I={1;2;3;...;n}

Prenons un exemple concret : imaginons une situation ot trois joueurs (Alice, Bob et
Cédric) doivent faire un certain nombre de cookies pour payer leur voyage d’étude,
ils sont en concurrence et ne communiquent pas. Ils regoivent en tout (peu importe
la quantité de biscuits qu’ils font) 1000 CHF de revenu brut entre les 3, qu'ils se

partagent en fonction de la quantité de cookies que chacun a produit.

I = {Alice, Bob, Cédric}

[FT91]
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3.1.2 L’ensemble des stratégies

L’ensemble des stratégies S; Vi € I contenant m € N* stratégies du joueur i s’écrit

ainsi :
Si = {82;1; Si27 - Sz’,m}

L’ensemble des stratégies de la situation étudiée, qui prend en compte tous les

joueurs, s’écrit ainsi :

S= X 5=8 x5x..xS8,
j=1

Dans notre exemple, tous les joueurs ont les mémes choix, qui sont de produire 50,
100 ou 150 cookies. Il faut cependant noter que, dans la plupart des situations de

théorie des jeux, les stratégies de chaque joueur sont différentes.

Satice = SBob = Scedric = {50,100,150}

Attribuons, pour simplification de notation, a chaque joueur un indice. Alice sera le

joueur 1, Bob le joueur 2 et Cédric le numéro 3. [FT91]

3.1.3 La « Pay-off function »

La « Pay-off function » est tout simplement une fonction qui donne le résultat corres-
pondant a la stratégie utilisée par le joueur. Le but des joueurs est naturellement de
faire en sorte que ce résultat soit le plus élevé possible. Ce résultat est naturellement
dépendant de la stratégie jouée par les adversaires. La pay-off function du joueur ¢

peut étre écrite ainsi :
u; 0 S —> R
(8155 8n) = ui(5-4, 87)

s; étant la stratégie jouée par le joueur ¢ et s_; étant ’ensemble des stratégies jouées

par les autres joueurs. On peut le définir comme :
S i = {51382} -+ -58i-1}Sit15-- -} Sn}
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De plus, S_; défini I'ensemble des stratégie de tous les joueurs excepté le joueur i.
Soit :

i—1 n
S_i=><SjX><szslXSQX...XSi_lxsi_i_lX'--XSn
j=1 j=it1

La « Pay-off function » globale a tous les joueurs est définie ainsi :

Uu:S—R"

(31; e Sn) — (U1(3—1, 81); U2(3—2, 82); e Un(S—m 3n))

n
U= X uj =u; xug X ... XU,
Jj=1

La « pay-off function » permet de définir les jeux a somme nulle. Lors d’un jeux a
somme nulle, ce que gagne un joueur est forcément perdu par un autre. La somme

des « pay-off function » de chaque joueur est donc nulle Vs € S

i UJZ'<S,Z‘, Si) =0
i=1

Quelques exemples de jeux a somme nulle peuvent étre le poker ou encore les fameux

pogs.

[FT91]

Dans notre exemple, le jeu n’est pas a somme nulle, puisque tous les joueurs gagnent
de 'argent. Comme ils recoivent 1000 CHF au total quoiqu’ils fassent, le revenu brut
de chacun est proportionnel au nombre de cookies qu’il a produit. Celui-ci peut donc
étre exprimé ainsi :
1000
u(s_i,8) = =5—— " Si
Zj:l Sj

Les jeux finis (ou le nombre de stratégies n’est pas infini) sont le plus souvent
représentés sous forme de tableaux. Bien que ce format soit tres pratique lorsqu’il
n’y a que deux joueurs, le tout se complique quand il y en a plus. Ici, le choix d’Alice
permet de définir quel tableau utiliser, le choix de Bob définit la colonne et celui de

Cédric la ligne, comme ceci :
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Si Alice choisit 50

Choix de Bob

50 100 150
=1 50 | 333.33,333.33,333.33 250,500,250 200,600,200
.S,
Ne)
(i 100 250,250,500 200,400,400 166.66, 500, 333.33
S
>
E 150 200,200,600 166.66, 333.33, 500 | 142.86,428.57, 428.57
o
Si Alice choisit 100
Choix de Bob
50 100 150
21 50 500,250,250 400,400,200 333.33, 500, 166.66
<
O
% 100 400,200,400 333.33,333.33,333.33 | 285.71,428.57,285.71
<
>
'g 150 | 333.33,166.66,500 | 285.71,285.71,428.57 250,375,375
@)
Si Alice choisit 150
Choix de Bob
50 100 150
= | 50 600,200,200 500, 333.33, 166,66 | 428.57,428.57,142.86
<
D
% 100 500, 166.66, 333.33 428.57,285.71,285.71 375,375,250
<
>
E 150 | 428.57,142.86,428.57 375,250,375 333.33,333.33, 333.33
o

Notons que tous les résultats ont été arrondis a deux chiffres apres la virgule, pour

FIGURE 3.1 — Situation des cookies

simplifier la lecture.

3.1.4 La « Best response function »

La « Best response function » donne les meilleures stratégies a jouer en fonction de

celles choisies par les autres joueurs. La « Best response function » du joueur 7 se
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définit ainsi :
Bi : S—i - QSi

S_; — Bi(s—i)

Bi(s_;) ={s€ S; | Vs' € S;, ui(s_s,8) = u;(s_,5)}
Avec 24 = {C|C < A}

La « Best response function » globale concernant tous les joueurs s’écrit ainsi :

B:S—-23(A, cSy;.. A, S,)

(8153 80) — (B1(s—1) © S1; Ba(s_2) < Sa;...; Bp(s_p) < Sp)

[FT91]

3.1.5 La théorie des stratégies dominantes

La théorie des stratégies dominantes est tres importante pour définir un équilibre
de Nash. Le but est d’analyser I’ensemble des stratégies pour définir s’il y en a une
qui appartient a la « Best response function » d’elle méme quel que soit le choix des
adversaires ou si une stratégie n’en fait jamais partie. Il faut bien entendu préciser
que cette théorie ne peut que s’appliquer aux jeux finis et non aux jeux a stratégies

infinies.

[FT91]

3.1.6 L’équilibre de Nash

Un équilibre de Nash est défini par le fait qu’aucun joueur n’a intérét a changer de

stratégie pour maximiser son profit (ou minimiser ses pertes). D’un point de vue
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mathématique, cela se définit ainsi :

s € S est un équilibre de Nash si

s € B(s)

Nous pouvons donc remarquer que l'existence d’un équilibre de Nash peut étre
démontré a ’aide d’'un théoreme du point fixe. En effet, la stratégie globale jouée
doit appartenir a sa « Best response function », ce qui est la définition méme d’un
point fixe (z € f(x)). C’est pourquoi nous allons dans la prochaine partie aborder

celui de Brouwer.

[OR94]

Pour trouver I’équilibre de Nash dans notre situation, il suffit d’utiliser la théorie
des stratégies dominantes, qui est bien illustrée par notre exemple. Si l'on regarde
ce qu’un joueur gagne en fonction du choix des autres, on se rend compte qu’il a
toujours meilleur temps de produire 150 cookies. En effet, en attribuant un choix a
Alice, on se retrouve dans une situation ou seulement deux joueurs interviennent.
De nouveau, en bloquant le choix de Bob, il ne reste plus que celui de Cédric a
définir. On peut donc déduire ce que celui-ci devrait faire pour maximiser son profit.
Puis nous modifions les choix des autres joueurs jusqu’a avoir parcouru toutes les
combinaisons de stratégies possibles. En faisant cela, on remarque que Cédric a
toujours meilleur temps de produire le nombre maximal de cookies. Ensuite, on peut
appliquer la méme méthode pour analyser le choix de Bob (sauf que, puisque 'on
sait que Cédric va toujours produire 150 cookies, il n’y a pas besoin de faire varier sa
stratégie), puis celui d’Alice. Au final, on remarque que les trois devraient produire
150 cookies chacun, pour un revenu brut de 333.3 CHF par personne. Cependant,
ce résultat s’obtiendrait aussi si chacun produisait 100 cookies, ou méme 50, ce qui
paraitrait plus logique. On rencontre ici une des limites de la théorie des jeux : certes,
dans un contexte théorique ou tout le monde joue pour lui-méme (non-coopératif),
produire un nombre maximum de cookies est optimal. Cependant, en réalité, un
modele coopératif serait plus adapté a cette coopération, et celui-ci amenerait a
un résultat différent, surtout en prenant en compte les couts de production. On se
retrouve devant un des problemes de la théorie des jeux, dont on discutera en détail

dans le point 3.5.
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3.2 Le théoreme du point fixe de Brouwer

Dans la partie précédente, nous avons vu que l’existence d’'un équilibre de Nash peut
étre démontré a ’aide de théoreme du point fixe. Nous allons maintenant essayer de

démontrer 'existence de point fixe a I’aide de celui de Brouwer.

Hypotheses

Soit :
(a) I un sous-ensemble de R" compact, convexe et non-vide

(b) f:1—1
Isx— f(x)el

(c) f est continue

These

z e Iz = f(x)

3.2.1 Quelques concepts importants

Avant de commencer, il faut expliquer ce qu’est un ensemble convexe et ce qu’est

un ensemble compact car ceci nous sera utile plus tard lors de nos démonstrations.

Ensemble convexe

Un ensemble convexe dans R™ est un sous-ensemble de R™ qui a la particularité que,
si nous prenons 2 points quelconques contenus dans cet ensemble, le segment les
reliant sera inclus entierement dans I’ensemble. C’est le cas du disque, du carré, de

la boule ou du cube dans R™ mais pas du fer de lance dans R? par exemple.
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Non-convexes

oE- A

FIGURE 3.2 — Figures convexes

FI1GURE 3.3 — Figures concaves

Ensemble compact

Un sous-ensemble de R™ est compact s’il est fermé et borné. C’est le cas de 'intervalle
[0;1] dans R, mais pas de 'intervalle | — c0; 1] qui est non borné ou de I'intervalle

10;1] qui est ouvert a gauche.

3.2.2 Démonstration

Pour simplifier la démarche, nous avons ici pris un intervalle [a;b] = R avec a < b.

Ceci respecte les hypotheses de départ du théoreme.

Si nous avons une fonction f quelconque sur [a; b], nous pouvons définir une fonction

g comme étant :
g(x) = f(z) —x

Notre éventuel point fixe de f sur [a;b] devient donc un zéro de g sur [a;b]. Il nous

suffit donc maintenant de prouver 'existence d’un zéro de g sur l'intervalle [a; b].

Si notre fonction g répond aux hypothese du théoreme de Bolzano sur cet intervalle,
nous pouvons prouver l’existence de ce zéro. Pour ce faire, il suffit que g(a)-g(b) <0

et que g soit continue.

Prenons d’abord g(a) = f(a) — a. Du fait que l'ensemble des valeurs de f soit
[a;b], f(a) = a. Par conséquent, g(a) > 0. De maniere analogue, nous pouvons
conclure que g(b) < 0 car f(b) < b. Le produit de g(a) et de g(b) est donc bel et
bien inférieur ou égal a zéro, ce qui respecte une hypothese de Bolzano et g est
continue du fait qu’elle soit soustraction de deux fonctions elles aussi continues. Le
théoreme de Bolzano est donc applicable et, par conséquent, il existe un zéro de ¢

dans U'intervalle [a;b]!
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Comme g a un zéro dans l'intervalle [a; b], f a un point fixe dans ce méme intervalle.

O]

Quand la « best response function » satisfait les hypotheses, elle a donc elle aussi
un point fixe et par conséquent il y a un équilibre de Nash. Le probleme est que
le théoreme de Brouwer ne s’applique qu’au fini et non a l'infini, contrairement a
la « Best response function » qui peut étre utilisé pour une infinité de stratégies. Il
serait donc intéressant d’aller vérifier I'existence des points fixes a I'infini grace a un

autre théoréme.

3.3 Le théoreme du point fixe de Kakutani

Hypotheses

Soit :
(a) Un ensemble S convexe et compact dans R”

(b) B: S — 25
Ssz— B(x)c S

(c) B est hémicontinue supérieurement : V ouvert w € 2° {x € S|B(z) < w} est

ouvert

These

dz € S|z € B(x)

3.3.1 Démonstration sur 'intervalle [0 ;1]

Dans cette partie, nous allons vous présenter une démonstration du théoreme de
Kakutani sur un ensemble qui est 'intervalle [0;1] de la droite des réels. L’idée
principale de la démarche a n-dimensions est la méme mais nous ne la présenterons

pas entierement car tres complexe.

La démonstration sera aussi assortie de schémas pour aider a la compréhension.
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Preuve

Pour commencer nous allons définir quatre suites qui devront respecter des condi-

tions importantes pour la suite de la démonstration et notre intervalle S = [0;1] :

a;, b, pi, q; sont des suites convergentes dans S, 7 € N

a; = 0 (3.1)
b o< 1 (3.2)
a < b (3.3)
(b —a;) < 27 (3.4)
pi € B(a) (3.5)
¢ € B(b) (3.6)
pi = a (3.7)
% < b (3.8)

Nous allons prouver par récurrence qu’il est possible de choisir une suite qui respecte

ces conditions a chaque étape, il nous faut donc un ancrage. Prenons-en un avec i=0 :

OQJ

o

o

O

(@n]

ol l—
o

FIGURE 3.4 — Etape 0

Il faut maintenant vérifier que les conditions soient respectées dans les étapes sui-

vantes ou nous allons utiliser une méthode semblable & la bissection.

a;+b;

Nous définissons m; = “;
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1 . . 0 1
Sidr|re B(m;) et quer=m;, [ | | | { 3
alors nous définissons : % Py o % ' K

(a) air1 =my

b) by = b, 0 ‘

( i+1 7 . L L [ |

L T T T |

)
(¢) pisr =7
(d) Gir1 = a FIGURE 3.5 — Etape 1

Ce qui remplit les conditions 3.1 a 3.8
Sinon 3 s | s € B(m;) et que s < my

Alors nous définissons :

(a) ait1 =

(b) bit1 =m,;
(€) pit1 =Di
(d> gi+1 = S

Ce qui remplit les conditions 3.1 a 3.8

Nous avons donc démontré 'existence d’une suite remplissant les contraintes 3.1 a
3.8

Comme B(x) et S sont des ensembles compacts (hypothese (a)) il existe une sous-
suites a a;, b;, p;, q; convergentes. Et comme nous utilisons la méthode de la bissec-

tion, nous pouvons affirmer que

lim @) = a®; lim by = b*
k—+00 k—+o0

a* —b* = kLiIJIrloc(a,;(k) — bz’(k)) =0=a" =b*

lim pigy =p* = a*; lim g =¢* <V ;2 =a* =b" = B(x) 3¢" <z <p*e B(x)
k—+00 k—+00

Finalement, si ¢* = p* = x € B(x), sinon x € B(x) par la convexité de B(x).
O

Quand la « Best-response function » satisfait les hypotheses, ce théoreme prouve
toujours l'existence d’un équilibre de Nash. Cependant, un équilibre peut tout de

méme exister si ces hypotheses ne sont pas respectées.
[21]
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|
I
qn X

rm— <
Lif—

T
=]

FIGURE 3.6 — Etape finale
3.3.2 Quelques considérations a n-dimensions

Nous allons ici évoquer certains aspects de la démonstration sans pour autant ’abor-
der dans son entier, car elle aborde des concepts trop compliqués. Une démonstration

a une dimension sera tout de méme réalisée dans la partie suivante.

Avant de commencer, il faut savoir que tout cas a n-dimensions peut étre rapporté
au cas d'un simplexe, qui est une généralisation du triangle & n-dimensions [15].
Nous allons donc ici faire le lien entre le cas du simplexe et celui précédemment

démontré.

Dimension 1 Dimensions n

Séparation de l'intervalle en 2 Subdivision barycentrique

Choix du sous-ensemble approprié
Lemme de Sperner

selon m ou s (cf. p.43)

F1GURE 3.7 — Comparaison entre 1 et n dimensons

En effet, la subdivision barycentrique va permettre de diviser notre ensemble en
des sous-ensembles toujours plus petits. Puis, grace au lemme de Sperner il se-
rait possible de définir un sous-ensemble approprié. Celui-ci affirme que, pour toute
triangulation d’un simplexe de n dimensions dont on colorie chaque sommet d’une
couleur parmis les n+1 possibles, il y aura toujours une des cellules avec ses sommets

colorés des n+1 couleurs, sous plusieurs hypotheses :
(a) Chaque sommet du simplexe doit étre d’une couleur différente

(b) Chaque sommet sur un des c6tés du simplexe est de la méme couleur qu’un

des sommets délimitant ce coté

[GoulT]

Malheureusement, nous n’avons trouvé aucune démonstration simple qui explique-

rait 1'utilité du lemme de Sperner. [21]
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Exemple a 2 dimensions

(1) Diagonales du carré
(2) Médianes d’'un triangle isocele
(3) Médianes d’un triangle

FIGURE 3.8 — Subdivisions barycentriques  piourg 3.9  Le lemme de Sper-

ner en deux dimensions [24]

3.4 L’exemple du duopole de Cournot

La résolution de cet exemple est tirée du livre de Drew Fudenberg et Jean Tirole.
[FTI91]

Un exemple populaire de la théorie des jeux est celui du duopole de Cournot, ou
« Cournot competition » en anglais. Deux entreprises sont en compétition directe sur
la vente d’un certain produit et ont le duopole total de ce marché. Pour i € {1, 2},
chaque entreprise produit une quantité de 'objet ¢; € Q; = [0; 0] qu’elle vend a un
prix p(q) qui dépend de la production des entreprises, et ou ¢ = ¢; + g2. De plus,
chaque entreprise a un cotit de production total défini comme ¢;(g;). Cela va donc

de soi que le gain net de chaque entreprise i - sa « Pay-off function » - est :

Ui(qfia Qz‘) = Qip(Q> - Ci(Qi) (3-9)

Dans un cas comme celui-ci, il est logique d’exprimer la quantité qu’une entreprise
devrait produire pour maximiser son profit en fonction de ce que l'autre produit.
On définit ces fonctions comme 71 : Q2 — Q1 et o : Q1 — (2, car n’importe quelle
stratégie ¢*, € Q_; définit une nouvelle stratégie, r(¢*;) € Q;. Le profit maximal de

I’entreprise ¢ dans ce cas-la est donc
ui(q®s,mi(q%,) = rilqZ)p(a)—ci(ri(q®s)) = rilg)pla®i+ri(q”,)) —cilri(gZy)) (3.10)

Ensuite, pour connaitre le profit maximum qu’une entreprise peut faire en fonction
de la stratégie de 'autre, il suffit de calculer les extremums de la « Pay-off function ».
Pour simplifier les notations, concentrons-nous sur l’entreprise 2 avec ¢f € (); comme

étant la stratégie de U'entreprise 1. On pose comme hypotheses que us (g5, 72(q;)) est
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dérivable en tout point, concave (pour avoir un maximum) et que r3(q;) € Qs.

Trouver les extrema consiste a résoudre a I'équation uh(gf, r2(qf)) = 0, c’est-a-dire :
0
~—u2(qi,q2) =0
aq2 ( 1 )

- a%[qumr )] a%[@(qm 0

g2=r2(q})

< r5y(q7)p(ar + ra(qr)) + 0/ (g7 +ra2(a)))ra(al) — ch(ra(gy)) =0

< plgf +ra(q)) + 0'(af + r2a)))ra(ay) — &y(ra(qf)) =0 (3.11)

Pour trouver un équilibre de Nash, il faut donc trouver un couple de stratégie pour
lequel chaque stratégie g; est la stratégie optimale a jouer en fonction de ¢_;, donc
que u}(g2,71(q2)) = 0 et uh(r1(q2),g2) = 0. Dans un contexte purement algébrique,
ce systeme d’équations ne peut pas résolu, car les fonctions p(q) et ¢;(¢;) ne sont
pas définies, et il n’est donc pas possible de trouver la valeur de leurs dérivées.
Cependant, dans un contexte réel, elles peuvent étre définies assez facilement, car
I’entreprise connait le cout de production ainsi que le prix auquel elle vend ses

produits.

Par exemple, pour une demande linéaire (c’est-a-dire qu’il y a une relation de
linéarité entre le prix et la quantité produite globale, exprimée p(q) = max(0,1—q))
ainsi qu'un cout de production linéaire ¢;(¢;) = cg; (pour 0 < ¢ < 1, afin d’assurer

une possibilité de profit), on peut trouver la valeur algébrique de r(q;) par 3.11 :
plai +ra(ay)) + P'(a] + r2(a]))r2(ar) — ca(ra(qy)) = 0O
< plq) + P (@)r2gf) —¢ = 0
s 1—qg—rqf)—c = 0

< 1—(qf +72(q))) —c = 71a2(q})

el—qgi—c = 2r(q)

1—qf—c
2

< raqy) =

Notons que notre p(q) dans ces équations est plus simple que celui défini précé-
demment : la formule maz(0,1 — ¢) est simplifiée en 1-q pour une raison simple.
Lorsque la quantité totale produite atteint 1, le prix est de 0. Toute quantité

supplémentaire produite n’a aucune influence sur le prix. Or, en produisant plus,
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les cotits de production augmentent. Il serait donc absurde de produire en tout plus

que 1. Ce « maz » qui était embétant pour la résolution de 1’équation peut donc
1—q¥—c

SR
cela, nous pouvons trouver les quantités produites par chaque entreprise a 1’équilibre

disparaitre. De maniére analogue, on peut trouver que r1(q3) = A partir de

(g1 et ¢2)! En effet, ¢o = ra(q1) et ¢1 = r1(g2), on peut remplacer dans ’équation de

¢1 notre ¢p pour arriver a une équation a une inconnue, pour trouver ¢ :

5 1—1ry(q1) — ¢

i = @) =

. 1—1_€’21_C—c_2—(1—q1—c)—20
q = 5 = 1
4q~1 = 1+Q1—C
3@1 = 1l—c¢

_ 1—c¢

q = 3

Et, en appliquant cette valeur a la formule de 75, on trouve ¢y soit Go = r2(q) =

1-1ze— _ - -
3 CZ%:H((D):QL

Bien que I'on trouve un équilibre de Nash pour ce duopole selon ces fonctions par-
ticulieres, celui-ci ne remplit cependant pas toutes les hypotheses de Kakutani :
certes, les hypotheses (b) et (c¢) sont remplies, mais 'ensemble de stratégies S étant
[0; +00[x[0; o[, il n’est pas compact. On remarque donc que certaines de ces hy-
potheses ne sont pas forcément nécessaires, mais elles sont par contre suffisantes

pour garantir I’existence d’un point fixe, donc d’un équilibre de Nash.

[FT91]

3.5 Les problemes de la théorie des jeux

De nombreux problemes se présentent dans la théorie des jeux. Déja, bien qu’elle
donne une solution, cela ne veut pas dire que c’est toujours la meilleure solution. En
effet, il peut y avoir certains cas ou une combinaison de stratégies donnerait un gain
plus élevé si les joueurs coopéraient. Cependant, elle donne une solution probable
car elle permet a tous les joueurs d’assurer un certain gain quelle que soit la stratégie

des autres. Dans notre exemple, il est en effet aussi possible d’atteindre les mémes
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profits si chacun produisait 50 cookies, mais en produire 150 est plus stur car, peu

importe ce que les autres jouent, 333.3 CHF sont au minimum gagnés.

De plus, une des plus grandes difficultés dans la théorie des jeux est d’établir les
« pay-off functions ». Il est difficile de prendre tous les criteres en compte et, dans
bien des cas, de réussir a quantifier des concepts abstraits. Dans notre exemple, il y
a abstraction de certains criteres. Le prix de production du cookie n’est par exemple
pas pris en compte. S’il intervenait dans le calcul, une quantité faible de cookies
serait plus favorisée car le cout serait réduit. De plus, il faut aussi penser au prix
que les acheteurs seraient d’accord de mettre. En effet, si les trois joueurs décidaient
de ne faire que 50 cookies, ils se vendraient a plus de 6 CHF la piece, ce qui est

absolument disproportionné !

Si, dans notre cas, on implémentait un cott de 50 centimes par cookie, voici a quoi

ressemblerait notre situation :

Si Alice choisit 50

Choix de Bob
50 100 150
=1 50 | 308.33,308.33,308.33 | 225.0,450.0,225.0 175.0,525.0,175.0
<
O
% 100 225.0,225.0,450.0 175.0,350.0,350.0 141.67,425.0,283.33
<
>
'g 150 175.0,175.0,525.0 141.67,283.33,425.0 | 117.86,353.57,353.57
@)
Si Alice choisit 100
Choix de Bob
50 100 150
21 50 450.0,225.0,225.0 350.0,350.0,175.0 283.33,425.0,141.67
<
O
% 100 | 350.0,175.0,350.0 | 283.33,283.33,283.33 | 235.71,353.57,235.71
<
>
'g 150 | 283.33,141.67,425.0 | 235.71,235.71,353.57 200.0,300.0,300.0
o

Si Alice choisit 150
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Choix de Bob

50

100

150

20

525.0,175.0,175.0

425.0,283.33,141.67

353.57,353.57,117.86

100

425.0,141.67,283.33

353.57,235.71,235.71

300.0,300.0,200.0

150

Choix de Cédric

353.57,117.86,353.57

300.0,200.0,300.0

258.33,258.33,258.33

FIGURE 3.10 — Situation des cookies avec un prix de 0.50 CHF

Dans ce cas, I’équilibre se trouve de nouveau quand les trois font 150 cookies, alors
que le résultat lorsqu’ils en font chacun 50 est largement meilleur. Mais puisqu’ils

ne peuvent pas se parler, ils ont meilleur temps d’en produire 150 (pour que chacun

s’assure le meilleur résultat).

En outre, si 'on poussait les cotits a I'extréme et disait que chaque cookie cotite 2.50

CHF a produire, le jeu serait plus problématique :

Si Alice choisit 50

Choix de Bob

50 100 150
=1 50 | 208.33,208.33,208.33 | 125.0,250.0,125.0 | 75.0,225.0,75.0
<
O
% 100 125.0,125.0,250.0 75.0,150.0,150.0 | 41.67,125.0,83.33
<
>
'g 150 75.0,75.0,225.0 41.67,83.33,125.0 | 17.86,53.57,53.57
@)
Si Alice choisit 100
Choix de Bob
50 100 150
=1 50 | 250.0,125.0,125.0 | 150.0,150.0,75.0 | 83.33,125.0,41.67
.S
O
?_) 100 | 150.0,75.0,150.0 | 83.33,83.33,83.33 | 35.71,53.57,35.71
<
e
'g 150 | 83.33,41.67,125.0 | 35.71,35.71,53.57 0,0,0
@)

Si Alice choisit 150
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Choix de Bob
50 100 150

= | 90 225.0,75.0,75.0 | 125.0,83.33,41.67 | 53.57,53.57,17.86
=

N

?) 100 | 125.0,41.67,83.33 | 53.57,35.71,35.71 0,0,0

e

»

E 150 | 53.57,17.86,53.57 0,0,0 -41.67,-41.67,-41.67
@)

FIGURE 3.11 — Situation des cookies avec un prix de 2.50 CHF

L’équilibre n’est plus évident comme il I’était auparavant, car il n’y a pas de stratégie
strictement dominante pour chaque joueur. En effet, produire 100 cookies est optimal
quand les autres en produisent peu (jusqu’a 200 entre les deux). Cependant, en
produire 50 devient plus rentable si les autres en font beaucoup. Il est donc difficile
de prédire rationnellement ce qui devrait se passer : on se retrouve par conséquent
dans une situation ou cette théorie des jeux ne peut pas étre utilisée, car il n’y a pas
d’équilibre. Mais il y a tout de méme de nombreux cas réels ou elle peut étre mise

en place.

3.6 Les applications de la théorie des jeux

La théorie des jeux a naturellement plusieurs applications dans la réalité car elle

n’est pas que théorique.

Nous avons par exemple évoqué, dans la biographie (1.3.2), son utilisation par la
RAND Corporation dans le cadre des négociations durant la guerre froide qui peut
se rapporter aux sciences politiques. Mais il y a naturellement d’autres utilisations
comme en biologie évolutive, en philosophie, en sciences sociales, en histoire et bien

entendu en économie, raison pour laquelle John Nash obtint son prix Nobel! [Nas01]

Dans cette partie, nous allons parler des applications que peut avoir la théorie des

jeux dans différentes sciences au travers d’exemples concrets.

3.6.1 Théorie des enchéres (économie)

Avant de commencer avec la théorie des encheres, nous vous renvoyons a l’exemple

utilisé dans la partie 3.1.1 qui concerne déja 1’économie avec la vente de cookies.
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La situation qui est ici présentée concerne un type d’encheres précis : ’enchere de
Vickrey. Sa particularité se trouve dans le fait que tous les acheteurs choisissent
un prix secretement et le révelent en méme temps. Celui qui annonce la plus haute
somme achete 'objet au prix de la deuxieme plus haute enchere. Il n’y a naturelle-

ment qu'un seul tour.

Nous pouvons donc nous demander quelle est la meilleure stratégie a adopter dans
cette situation pour remporter ’enchere. Pour ce faire, il est important de définir
pour combien nous serions préts a acheter 'objet au maximum. Nous appellerons

ce prix notre « vrai prix ».

Nous avons donc 3 stratégies a disposition :
(a) Annoncer une enchere supérieure a notre « vrai prix »
(b) Annoncer notre « vrai prix »
(c) Annoncer une enchére inférieure a notre « vrai prix »

Si nous analysons ces possibilités, nous pouvons en déduire que si nous choisissons la
(a), nous avons plus de chances de gagner. Cependant, si un autre acheteur annonce
son enchere entre notre « vrai prix » et notre enchere, 'objet sera acheté a perte.

Ceci est un point extrémement négatif.

Si nous choisissons la stratégie (c), nous avons plus de chances de faire un profit
en achetant en dessous de notre « vrai prix » mais nous avons moins de chances de

gagner.

Par conséquent, la possibilité (b) est la plus intéressante puisque nous maximisons
nos chances de gagner tout en s’assurant d’acheter avec un certain profit car, si nous

gagnons, nous payerons forcément moins que notre « vrai prix ».

[18]

3.6.2 Biologie évolutive

La plus importante théorie concernant I’évolution aujourd’hui est bien entendu la

sélection naturelle de Darwin. Et elle peut étre expliquée avec la théorie des jeux!

Il nous suffit de définir un ensemble S de 2 stratégies : A (ancienne) et N (nouvelle)
ainsi qu’'un ensemble de joueurs I qui est, par exemple, une population de fennecs.
Au départ tous les fennecs jouent la stratégie A car elle fait partie de 1’équilibre

de Nash, maximisant ainsi leurs chances de survie. Mais un jour, une mutation va
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permettre a ces fennecs de débloquer une nouvelle stratégie N qui est meilleure que
A. Ainsi I’équilibre sera modifié et les fennecs pouvant choisir N le feront. Petit a
petit tous les fennecs joueront N et A disparaitra. Voici comment la théorie des jeux

peut expliquer la sélection naturelle.

Dans le cas de la biologie évolutive, nous pouvons aussi parler de stratégies évoluti-
vement stables (SES). Une stratégie évolutivement stable est simplement une straté-
gie N qui ne peut pas étre surpassée ou envahie par une stratégie A. Elle reste donc

majoritaire.

[17]

3.6.3 Histoire

Lors de nos recherches, nous sommes tombés sur un article paru dans la revue
Tangente, l'aventure mathématique : L’apport des vecteurs (numéro 144) [Monl2]
écrit par Philippe Mongin. Il y utilise la théorie des jeux pour expliquer une partie de
la bataille de Waterloo qui a opposé Napoléon I¢" et le général prussien Bliicher en
juin 1815. C’est un exemple tres intéressant, ¢’est pourquoi nous allons le reprendre

dans cette partie.

Napoléon avait 3 stratégies a disposition pour marcher sur les troupes hollando-

anglaises le 17 juin 1815 :

S1: Marcher en direction des Hollando-Anglais

avec toute son armée

T
‘ WATERLOO Il Armée hollando-anglaise

S2 : Marcher en direction des Hollando- Anglals \=s, s K AN
avec son aile gauche et envoyer le général ﬂ
Grouchy avec laile droite intercepter Bliicher X

et son armée

S3 : Marcher en direction des Hollando-Anglais
avec son aile gauche et envoyer le général 7 7
Grouchy avec 'aile droite & la poursuite de — / Y ]

Bliicher et son armée \ / _
cngzﬂm‘ \\ 10km

De son coté, Bliicher a 2 possibilités :

S’1 : Partir a l'est et retourner en Allemagne FIGURE 3.12 - Stratégies des

‘né Mon12
52 : Partir au nord pour rejoindre les Hollando-> 0 [Mon12]

Anglais

92



Les mathématiques dans le cinéma

D’un point de vue historique, Bliicher a choisi la stratégie S’2 car il n’était que peu
affaibli par sa défaite face a Napoléon. Il a d’ailleurs choisi la meilleure stratégie
compte tenu de sa situation. Mais cela devient bien plus intéressant lorsque nous
regardons le choix fait par les Francais. En effet, dans le Mémorial a Saint-Héléne
(mémoires de Napoléon), il est dit que I'Empereur francais a commandé a Grouchy
la stratégie S2, alors que dans les Mémoires du maréchal de Grouchy il est écrit que
Napoléon a commandé la stratégie S3! Il faut savoir que ces versions sont respec-
tivement reprises I'une par I’école francaise et I'autre par 1’école prussienne. Nous
n’avons malheureusement pas de documents historiques permettant de trancher la

question et de connaitre la vérité.

3.7 Et Von Neumann ?

John Von Neumann (1903-1957) est un mathématicien ayant, entre autre, travaillé
sur la théorie des jeux. Il a publié avec Oskar Morgenstern Theory of Games and
Economic Behaviour en 1944. Nous savons qu’il a eu une rivalité assez forte avec
John Nash [Nas01] et c’est pourquoi nous allons ici faire une comparaison entre la

théorie des jeux selon Von Neumann et la théorie des jeux selon Nash.

Premierement, malgré le fait que les deux hommes étaient de grands rivaux, leurs
travaux sont en de nombreux points comparables. Nous pouvons méme affirmer que
les travaux de Nash sont une évolution, un approfondissement de ceux de Von Neu-
mann [Sch95]. En effet, tous leurs travaux s’inserent dans la continuité et 1’évolution
de la théorie des jeux qui prend en compte leurs prédécesseurs et successeurs. Nash
est d’ailleurs un successeur de Von Neumann qui était déja un mathématicien in-
fluent a Princeton a I'époque ou Nash y étudiait. Ceci se ressent dans la fagon
d’aborder la théorie des jeux que nous avons utilisée jusqu’alors dans ce travail. Von
Neumann avait déja eu l'idée des « Pay-off functions » qui servaient a calculer les
gains (ou pertes) pour un joueur en fonction des choix de tous. Dans notre travail,
des tableaux ont été utilisés pour représenter ces gains ou pertes. Quant a lui,Von
Neumann utilisait des matrices (une par joueur), ce qui était tres pratique car il
n’analysait que des situations a 2 joueurs. De surcroit, il y a une autre différence
marquante avec la théorie de Nash. En effet, Von Neumann ne prenait en compte

que des jeux a somme nulle (3.1.3).
[NJ96]
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Il est intéressant de constater que les deux révolutions majeures apportées par Von
Neumann et Nash dans leurs travaux respectifs ont un lien tres étroit. En effet,
I’équilibre de Nash peut étre vu comme une généralisation du théoreme du minimax
de Von Neumann. L’équilibre de Nash peut étre défini comme le cas dans lequel
aucun des joueurs n’a intérét a changer sa stratégie (3.1.6). En revanche, le théoreme
du minimax peut étre défini comme le cas dans lequel aucun des deux joueurs n’a
intérét a changer de stratégie si son adversaire ne change pas non plus. Dans le
théoreme du minimax, on part du principe qu’'un joueur veut avant tout perdre le
minimum. De ce fait, le joueur va allez chercher pour chacune de ses stratégies la
stratégie adverse lui faisant perdre le plus, car il part du principe que son adverse
veut gagner le plus possible. Parmi les paires de stratégies retenues, il va vouloir
jouer celle ot il perd le moins, ceci se ramene a chercher son « maximin ». Fn effet,
il cherche le maximum de ses minima (car ce qu’il perd est en négatif). De maniere
analogue, 'adversaire va lui aussi rechercher son « maximin », mais ce dernier est
le « minimax » sur un tableau désignant les gains du premier joueur! L’équilibre
a donc lieu quand le « minimax » et le « maximin » des joueurs sont les mémes!
Sinon, les joueurs ne choisissent pas la méme paire de stratégie de base et vont donc

constamment changer pour minimiser les pertes ou maximiser le gain.

Les différences avec théoreme de Nash sont les suivantes :

(i) Le théoreme du minimax ne s’applique qu’a deux joueurs dans le cas de jeux

a somme nulle alors que 1'équilibre de Nash s’applique dans tous les cas

(ii) Chez Von Neumann, il ne peut y avoir ni coopération, ni égalité

(iii) Il existe plus de « points d’équilibres » chez Von Neumann que chez Nash car
ce dernier prend en compte les possibilités et la situation en général alors que
Von Neumann ne prend en compte que ['une des stratégies adverses a la fois.

Si un adversaire change de stratégie, le « point d’équilibre » change aussi

Il faut cependant faire attention avec ce dernier point. La théorie de Von Neumann
utilise aussi la théorie des stratégies dominantes pour trouver le meilleur « point
d’équilibre » mais, si un joueur décide de ne pas suivre cette théorie, le point va
changer, ce qui n’est pas le cas chez Nash. Ceci n’empéche pas que, si nous faisons une
analyse d’une situation dans laquelle les deux théoremes s’appliquent, les résultats

seront sirement similaires.
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3.8 Analyse du sondage sur la théorie des jeux

3.8.0 Introduction

Lors de notre travail de maturité, il était important de mettre cette théorie des

jeux en action, c’est pourquoi nous avons créé un sondage. Le but de celui-ci est

de pouvoir poser certaines questions en lien avec la théorie des jeux a un nombre

suffisant de personnes pour voir si les résultats sont en majorité sur I’équilibre de

Nash de la situation.

En tout, quatre questions sur la théorie des jeux ont été posées :

. Deux joueurs s’affrontent dans un jeu ou 1000 CHF sont a gagner. Ils peuvent
soit partager, soit tout prendre. Si les deux décident de partager, alors chacun
regoit 500 CHF. Si un seul choisit de tout prendre, alors celui-ci recoit seul les
1000 CHF. Mais si les deux décident de tout prendre, personne ne gagne quoi
que ce soit. [14]

. La méme situation est remise en place, avec quelques modifications. Cette fois,
trois joueurs sont présents, 1500 CHF sont en jeu et, dans le cas ou un seul
joueur décide de partager, il recoit les 1500 CHF comme si un seul décidait de

tout prendre.

. Dans cette troisieme situation, chaque joueur possede trois stratégies. Il s’agit
d’un jeu ou chaque joueur recoit ou perd un certain nombre de points par rapport
aux choix des deux joueurs. La personne répondant au sondage a a disposition
les choix « Voler 'autre », « Partager » ou « Voler double », alors que le deuxieme
joueur peut voler la moitié, partager ou voler I'autre. Le calcul des points gagnés
ou perdus par chaque joueur n’est pas détaillé, seuls les résultats de chaque paire

de stratégies ont été notés.

. De nouveau, la méme situation est reprise, sauf que ’on fixe le choix du deuxieme

joueur sur la stratégie « Voler moitié »

En outre, un tableau résumant chaque situation était mis a disposition des lec-

teurs et chaque personne ayant répondu a dii communiquer son age ainsi que si elle

connaissait la théorie des jeux.
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3.8.1 Résultats du sondage

Pour chaque question, les résultats sont séparés entre ceux qui connaissaient la
théorie des jeux et ceux qui ne la connaissaient pas. En tout, 83 personnes ont

répondu, 13 d’entre elles connaissant la théorie des jeux.

Premieéere question

I’énoncé exact était le suivant :

Que faites-vous dans cette situation ? Vous jouez face a un autre joueur (Alice).
Chaque joueur peut choisir soit de partager 1000 CHF avec 'autre soit de tout
prendre. Vous dévoilez votre choix au méme moment. Le tableau ci-dessous désigne
les résultats suivant le choix de chaque joueur. St chacun décide de partager, chacun
gagne 500 CHF. St chacun décide de tout prendre, personne ne gagne. Si un joueur

décide de tout prendre et l'autre de partager, le premier gagne 1000 CHF.

Voici le tableau qui était mis a disposition :

Vous
Partager Tout prendre
g Partager Chacun gagne 500 CHF | Vous gagnez les 1000 CHF
?C Tout prendre | Alice gagne 1000 CHF Personne ne gagne

FI1GURE 3.13 — Tableau de la premiere situation

Dans ce cas, I’équilibre se trouve lorsque les deux joueurs choisissent de tout prendre.
Si ’on se concentre sur les gains du joueur (lecteur), lorsqu’Alice choisit de partager,
il gagne plus en prenant tout. Et lorsqu’Alice prend tout, son choix n’a aucune
influence sur ses gains. Il a donc meilleur temps de tout prendre. Une réflexion

analogue peut étre posée pour Alice.

Pour cette situation, nous avions posé le pronostic que la plupart allaient choisir de
partager car I’équilibre n’est pas assez évident pour étre choisi. En effet, personne ne
gagne rien a 1’équilibre. En outre, il y a plus de gains globaux si le lecteur partage.
Ceux-ci sont I'addition des gains possibles pour les deux joueurs selon le choix du
lecteur. Donc, ici, si le lecteur partage, les gains globaux sont de 2000 CHF, alors

que s’il prend tout, ils ne sont que de 1000 CHF'.
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B Partager

B Tout prendre

(a) Non-familier

En général, le public a décidé de partager. De plus, I'équilibre est un peu mieux

H Partager

(b) Familier

FIGURE 3.14 — Premiere question

respecté par ceux qui ne connaissaient pas la théorie des jeux, étonnament.

Deuxiéme question

L’énoncé exact était le suivant :

Que faites-vous dans cette situation ? Les choizx sont les mémes que dans la situation
précédente mais il y a 3 joueurs (Alice, Bob et vous) et 1500 CHF a la clé. Les

tableauz ci-dessous représentent les résultats suivant les choix des joueurs. Si un

seul joueur joue « prend tout » ou « partager » il gagne les 1500 CHF.

Voici le tableau qui était mis a disposition :

Si Bob partage

Vous
Partager Tout prendre
8 Partager Chacun gagne 500 CHF | Vous gagnez 1500 CHF
= | Tout prendre | Alice gagne 1500 CHF | Bob gagne 1500 CHF
Si Bob prend tout
Vous
Partager Tout prendre
g Partager Bob gagne 1500 CHF | Alice gagne 1500 CHF
?ﬂ Tout prendre | Vous gagnez 1500 CHF Personne ne gagne

FIGURE 3.15 — Tableau de la deuxiéme situation
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D’un point de vue statistique (si 'on part du principe que les choix de Bob et Alice
sont aléatoires), le lecteur a intérét a partager. La méme réflexion peut étre faite
pour les autres joueurs, ce qui nous mene a une situation ou tout le monde partage.
Mais, si les 3 partagent et que 'un d’entre eux change pour tout prendre, il gagne
plus! Ce n’est donc pas un équilibre. La réflexion inverse peut se faire si chacun
prend tout. Il n’y a donc aucun équilibre dans cette situation car, quel que soit la
combinaison de stratégies, il y a au minimum un joueur qui a intérét a changer de

choix.

Cependant, si 'on regarde les valeurs présentes dans les deux tableaux, le total est
plus élevé dans le cas ou Bob partage. Dans la méme logique, si l'on faisait les
tableaux en fonction d’Alice ou du joueur, les valeurs seraient aussi supérieures s’ils
choisissaient de partager. Il est donc probable d’arriver a un cas ou tout le monde

partage.
B Partager B Partager

B Tout prendre B Tout prendre

(a) Non-familier (b) Familier

FIGURE 3.16 — Deuxieme question

Le pronostic que nous avions posé suit la logique proposée précédemment, et nous
avions donc attribué a la majorité le choix du partage qui est en effet préféré par

les trois quarts des participants.

Troisieme question

L’énoncé exact était le suivant :

Dans cette derniéere situation, Alice et Bob jouent a un jeu ou le but est de récolter
des points mais chaque action coute des points selon les tableaux ci-dessous. AT-
TENTION, les cotits ne sont pas pris en compte dans ces tableaux, ce sont les gains

bruts. Que faites-vous si vous étes Alice ?
Voici le tableau qui était mis a disposition :
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Bob
Voler la moitié Partager Voler I'autre
Alice perd 4 Alice perd 6 Alice gagne 2
Voler l'autre
Bob ne gagne rien Bob gagne 3 Bob perd 2
® Alice gagne 1 Alice gagne 4
= Partager Personne ne gagne
< Bob perd 3 Bob perd 8
Alice perd 2 Alice perd 6 Alice gagne 10
Voler double )
Bob gagne 1 Bob gagne 3 Bob ne gagne rien

FIGURE 3.17 — Tableau de la troisieme situation

Apres avoir envoyé le sondage et lu les remarques, une erreur a été décelée : la
consigne parle de cotits, qui sont introuvables sur le tableau. Durant la création du
sondage, nous avions pris la décision de les introduire directement dans les gains,

sans pour autant changer la consigne.

Ici, ’équilibre se trouve lorsque les deux joueurs partagent. En effet, si I'on regarde
les gains de Bob, celui-ci a toujours intérét a partager. De ce fait, Alice peut prédire

que Bob va partager et jouer selon ce choix, c¢’est pourquoi elle va aussi partager.

W Partager B Partager
| Voler double V ®| Voler double
Voler 1'autre Voler l'autre
(a) Non-familier (b) Familier

FI1GURE 3.18 — Troisieme question

Nous avions émis I'hypothese que la plupart des lecteurs choisiraient de partager.
Cela permet au joueur de s’en sortir avec au minimum le méme nombre de points

qu’au départ, ce qui n’est pas le cas des autres possibilités.

L’équilibre est en effet choisi par la majorité des participants, avec en moyenne 35%

d’entre eux qui ont pris une autre réponse.

Quatrieme question

L’énoncé exact était le suivant :
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St Bob joue « voler moitié », que faites-vous en tant qu’Alice ?

Voici le tableau qui était mis a disposition :

Bob
Voler la moitié Partager Voler I'autre
Cotit : 4 Cott : 2 Cotit : 10
Voler l'autre Alice gagne 2 Alice gagne 10
. Chacun gagne 4
Cotit : 8 Bob gagne 5 Bob gagne 8
8 Partager Alice gagne 3 Alice gagne 6
= A Chacun gagne 2

<< Cotit : 2 Bob gagne 1 Bob gagne 2
Voler double Alice gagne 8 Alice gagne 4 Alice gagne 20
Cout : 10 Bob gagne 5 Bob gagne 6 Bob gagne 10

FIGURE 3.19 — Tableau de la quatrieme situation

De nouveau, de la confusion s’ajoute dans I’énoncé car les cotits, comptabilisés dans

les gains a la question précédente, apparaissent ici.

Puisque I'on bloque ici le choix de Bob sur « Voler la moitié », il suffit de regarder le
meilleur gain qu’Alice pourrait obtenir en faisant attention aux cotuts. Si elle choisit

de voler I’autre ou de voler double, elle perd des points. Mais en prenant « Partager »,

elle fait un bénéfice. Elle a donc meilleur temps de choisir cette option.

W

B Partager B Partager

® Voler double B Voler double

Voler 1'autre Voler l'autre

o

(b) Familier

(a) Non-familier

FIGURE 3.20 — Quatrieme question
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Nous avions prédit que les participants prendraient en majorité le choix du partage,

car la question ne demande que de comparer trois nombres entre eux.

Ici, le choix logique de partager est pris par la majorité des joueurs, mais il y a tout
de méme un minorité importante de personnes qui ont choisi de voler double. Ceci
est probablement du au fait que le gain d’Alice marqué dans cette case est le plus
élevé. Le fait que les lecteurs n’aient pas pris en compte les cotits est compréhensible

car ceux-ci n’étaient pas suffisamment mis en avant.

3.8.2 Conclusion

Il est intéressant de remarquer que, comme prédit, les personnes interrogées res-
pectent de maniere générale I’équilibre. En effet, la majorité des réponses se trouve
sur ces fameux équilibres. Nous pouvons donc en déduire que, de maniére instinc-
tive, la plupart d’entre nous faisons les meilleurs choix. Cependant, ces résultats
sont a relativiser car le sondage n’était pas parfait et seule une partie infime de la

population a été testée.

3.8.3 Comment le sondage aurait-il pu étre amélioré ?

Apres avoir terminé 'analyse des résultats ainsi que la lecture des commentaires

laissés par les lecteurs, certaines améliorations possibles ont été remarquées :

e Clarifier les énoncés et les tableaux, par exemple en concrétisant encore plus les

situations
e Préciser lors de I’envoi du sondage le temps qu’il prend, en moyenne

e Toujours mettre les stratégies concernant le lecteur au méme endroit, afin d’éviter

toute confusion

e Préciser que le but est de ne penser qu’a soi-méme, et non au bien commun ; les

résultats sont évidemment bien différents si les joueurs coopérent

e Mieux vérifier le sondage avant de I’envoyer, surtout pour la question 3, ott I’énoncé

ne correspondait pas completement au tableau
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3.9 La théorie des jeux dans le film

Dans Un homme d’exception de Ron Howard, la théorie des jeux n’est malheureu-

sement que tres peu abordée.

Il y a tout de méme un exemple d’application de cette théorie apres vingt minutes
de film. Nash et ses camarades sont dans un bar et croisent un groupe de femmes.

Ils convoitent tous la plus belle d’entre elles, la blonde. Mais Nash leur répond :

If we all go for the blonde, we block each other. Not a single one of us
is gonna get her. So then we go for her friends, but they will all give us
the cold shoulder because nobody likes to be second choice. Well, what
if no ones goes for the blonde ? We don’t get in each other’s way, and we
don’t insult the other girls. That’s the only way we win. That’s the only

way we all get laid.*

Nous pouvons donc traduire cette situation dans un tableau comme toutes les autres
situations. Pour le simplifier, nous allons définir qu’il n’y a que 2 joueurs et non 4
comme dans le film. Nous posons comme hypothese qu’il y a un nombre suffisant
de copines et que chacun des camarades de Nash en choisit une différente. Ces

hypotheses sont en effet remplies dans le film.

Joueur 1

Draguer la blonde Draguer une copine

Tout le monde gagne
Draguer la blonde Personne ne gagne . u monde gagri
et j.2 est avec la blonde

. Tout le monde gagne
Draguer une copine ) Tout le monde gagne
et j.1 est avec la blonde

Joueur 2

FIGURE 3.21 — « L’exemple des femmes »

Le but dans cette situation n’est pas de gagner seul mais bel et bien de faire gagner
le groupe car ils sont tous amis. Pour gagner, il suffit de terminer avec une des
femmes mais la dimension sociale s’ajoute car si I'un des amis finit avec la blonde,
les autres lui en voudront car ils la convoitaient aussi a la base. Dans le film, I'un
d’entre eux dit bien : « Nash, if this is some way for you to get the blonde on your

own, you can go to hell. »?2

1. Un homme d’exception : 20’35
2. Un homme d’exception : 21’30
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La situation qui maintient la victoire et ’amitié des joueurs est donc celle ou ils

vont tous vers une amie de la blonde.

Cet exemple est correct et s’inscrit parfaitement dans la logique de la théorie des
jeux. Il est cependant dommage de ne pas en trouver d’autre dans le film qui s’arréte
sur la remise du prix Nobel pour les travaux de recherches de Nash sur la théorie

des jeux.
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Conclusion

En conclusion, pour répondre a la question « La représentation des travaux et de
la vie de John Forbes Nash Jr. faite dans Un Homme d’exception est-elle cor-
recte 7 » nous pouvons dire que le film est assez fidéle a la réalité, surtout en ce
qui concerne le peu de théorie des jeux qu’il contient. En effet, « I’'exemple des

femmes » est parfaitement correct.

Il y a cependant beaucoup de points qui sont romancés dans le film, ce qui est normal.
Les scénaristes ne peuvent pas évoquer tous les détails de la vie d’'un homme mais
il manque tout de méme certains aspects importants qui auraient pu renforcer la
schizophrénie, theme principal du film. Par exemple, les multiples voyages de John
Nash en Europe et son envie de devenir citoyen du monde ne sont jamais mentionnés.
Le film oublie aussi de nombreux éléments tres importants comme le divorce entre
John et Alicia ou les autres relations qu’a pu connaitre le mathématicien. La plus
grosse erreur reste tout de méme que, dans le film, John est déja schizophrene

lorsqu’il étudie a Princeton ce qui n’est pas le cas dans la réalité.

Le travail fait par les cinéastes reste excellent et nous pouvons facilement leur par-
donner ces choix artistiques car ceux-ci rendent la compréhension de I’histoire plus

aisée et évitent d’avoir une ceuvre cinématographique de plus de 5 heures.

Il est aussi important de préciser que ce travail nous a permis de nous ouvrir vers
une partie des mathématiques qui n’est pas abordée dans notre cursus scolaire.
Nous avons découvert de multiples nouveaux concepts mathématiques, théoremes
et applications de cette magnifique science des chiffres. La théorie des jeux a encore
de tres nombreux secrets pour nous et notre envie de les découvrir est d’autant plus
grande maintenant. Nous n’avons par exemple pas exploré les théoremes a plusieurs

dimensions ou certaines applications de cette théorie dans notre quotidien.
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Déclaration sur ’honneur

Quentin Perroud Thomas Rosset
Route Montimbert 20 Rue des chenevieres 13
1618 Chatel-St-Denis 1636 Broc

Nous certifions que le travail

Les mathématiques dans le cinéma
La représentation des travaux et de la vie de John Forbes Nash Jr. faite
dans Un Homme d’exception est-elle correcte?

a été réalisé par nous conformément au « Guide de travail » des colleges et aux

« Lignes directrices » de la DICS concernant la réalisation du Travail de Maturité.

Lieu, date : Bulle, 21.03.2020

Quentin Perroud Thomas Rosset
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