Faire les partis des jeux.nb 1
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La genese du calcul des probabilités

ou le premier exemple de processus stochastique

81 Le contexte historique

8§ 1.1 On ne peut pas quantifier le hasard

Le hasard dont nous allons parler ici est esséatient celui des jeux de hasard en général etuddgalés en particu-

lier. Des notions telles quéa'probabilité de gagnérou "'espérance de gaimous paraissent si familieres qu'il nous
est difficile de penser que, au début du XVII-énéele, on considérait comme impossible de quantifigorobabilité.

Il revient a Pascal et a quelques autres, dont &exe mathématiser le hasard, ce qui donneraamaiss une nouvelle
discipline appelée a un grand avenir : le calcslpt®babilités.

Quels préjugés ont corseté la culture pour empé&dugée connaissance précise de la probabilité deaxvil-eme
siecle ?

Dans les domaines philosophique et scientifiqueglaét encore la doctrine d'Aristote. Selon celyircathématiser le
hasard est impossible puisque I'objet des mathdueiest immuable tandis que le hasard se rappatequi est
contingent.

Dans les domaines moral et religieux, toute tergatie mathématiser le hasard est pergue commerupéan dans
l'ordre divin sans étre motivée par la piété. Pal@gie avec la divination, elle est condamnéd'gglise.

8 1.2 Les sollicitations d'un ami joueur

L'expérience a appris aux joueurs que le jeu deotéi a certaines régularités. Par exempl&Hevalier de Méré
avait remarqué que, a choisir entre les deux jeux

1.  obtenir au moins un six en langant 4 fois én d

2. obtenir au moins un double six en langantd?g dine paire de dés,
il gagnait plus souvent au premier qu'au second.
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= Simulation informatique

Ne pouvant consacrer autant de temps au jeu que NYé&té, faisons l'expérience au moyen de l'ordimatees
programmes informatiques ont la capacité de "tesr nombres au hasard", ce qui peut remplaceaifesils des dés.

Nombre de parties Nombre de 6 au jeu 1 Nombre de (6,6) au jeu 2
100 54 53
10000 5184 4877

Tant que l'on ne joue pas un trés grand nombreadép, on ne peut tirer aucune conséquence qefiexce. Par
contre, lorsqu'on joue énormément, la différendesdas deux jeux devient perceptible. Si l'on tépéute I'expérience
depuis le début, on obtient d'autres résultatss taasonclusion générale reste valable.

Nombre de parties Nombre de 6 au jeu 1 Nombre de (6,6) au jeu 2
100 47 52
10000 5145 4899

Ne trouvant pas d'explication satisfaisante, le Chewvde Méré sollicita I'aide du mathématicien Ragmour résoudre
I'énigme. C'est encore M. de Méré qui demanda eéaPasmment partager les mises entre les jouetsgutun jeu
devait étre interrompu avant la fin.

8 1.3 La confiance dans la raison

Au début du XVIl-eme siécle, comme le démontreuige de Descartes, un mouvement rationaliste stiteutiévelop-
pement des sciences et I'exploration de nouveamrathes. En voici un témoignage de Pascal.

m Lettre & I'Académie des sciences, 1654 (extrait)

Pour la compréhension de ce texte du XVIl-eme sjédppelons que le mot "géométrie" se traduit par
"mathématiques" en francais contemporain.

"A la trés illustre Académie parisienne de scieng@’aduction francaise d'un extrait d'une letteeRscal
en latin datant de 1654).

"Et puis un traité tout a fait nouveau, d'une magi@bsolument inexplorée jusqu'ici, savoir : la aéfp-
tion du hasard dans les jeux qui lui sont soungsg@'on appelle en francafaire les partis des jeuxa
fortune incertaine y est si bien maitrisée parié§ du calcul qu'a chacun des joueurs on assigne t
jours exactement ce qui s'accorde avec la juskte!est 1a certes ce qu'il faut d'autant plus dier par
le raisonnement, qu'il est moins possible d'étreseigné par I'expérience. En effet les résultatsatt
ambigu sont justement attribués a la contingencife plutét qu'a la nécessité naturelle. C'estipgpuoi
la question a erré incertaine jusqu'a ce jour; maiaintenant, demeurée rebelle a I'expérience,redigpu
échapper a I'empire de la raison. Et, grace a lamétrie, nous I'avons réduite avec tant de slraié a
art exact, qu'elle participe de sa certitude etadpjogresse audacieusement. Ainsi, joignant laeigu
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des démonstrations de la science a l'incertitudéasard, et conciliant ces choses en apparenceaaiont
res, elle peut, tirant son nom des deux, s'arr@gbon droit ce titre stupéfiantba Géométrie du hasarti

8 1.4 Les contributions de Pascal au calcul des probabilités

Dans les paragraphes suivants, nous présentodsugscontributions essentielles
*  le probléeme des dédont la solution de Pascal est dénommé¢hode des dgs
il s'agit du premier exemple traité avec ce gappelle aujourd'hui leméthodes élémentaires
du calcul des probabilités
*  le probléme des partisu comment partager les enjeux lorsque le jeé aétrrompu;
la solution de Pascal est dénommm&ghode des partis

§2 La méthode des dés

Une version du premier probléme posé par le Chevdé Méré est la suivante:
Combien de fois au moins faut-t-il lancer une paiesdés pour
dépasser une chance sur deux d'obtenir au moimouble six ?

Les méthodes que nous utilisons aujourd'hui pcaoudre ce probléme sont essentiellement celle$gaeal a inven-
tées. En particulier, une idée essentielle consigiasser a I'événemearimplémentaire Aujourd'hui, les éléves des
gymnases font des exercices de ce genre dansuesdm® mathématiques. Ainsi, malgré l'importancéadgiestion, il

nous est ici possible de la laisser de co6té.

m Exercice 1 (facultatif)

Résolvez le "probléme des dés" énoncé ci-dessus.
(Un corrigé est joint a la fin de ce document.)

83 La méthode des partis

8§ 3.1 Enoncé du probleme du partage des enjeux (exemple)

Deux joueurs A et B s'adonnent au jeu suivant:

* il misent 32 pistoles chacun;
* ils jouent des parties de dés auxquelles chamuer a une chance sur deux de gagner;
* le premier joueur qui totalise 7 parties gagearempoche les 64 pistoles.

Supposons maintenant que le jeu doive étre intgruomu moment ou le score des parties gagnées &sh de Com-
ment les 64 pistoles doivent-elles étre répartitedes deux joueurs ?

A I'époque, ce probléme avait recu des solutiomsrdes mais insatisfaisantes.
Pacioli proposait la répartition 2 64 pour A, 5 64 pour B;

Cardan £ 64 pour A, 5 64 pour B;

Tartaglia 2 64 pour A, 2 64 pour B;

etc.
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De telles divergences montrent bien I'absenceutfdadement et de toute méthode dans le domamembabilités.
§ 3.2 La méthode des patrtis, cas particulier

Le Chevalier de Méré pria Pascal de se penchde guobléme du partage des enjeux.

m Lettre de Pascal & Fermat, 1654 (premier extrait)

"Voici a peu prés comme je fais pour savoir la ualée chacune des parties, quand deux joueurs jpuen
par exemple, en trois parties, et chacun a misis8®les au jeu :

Posons que le premier en ait deux et l'autre ulsgpuent maintenant une partie, dont le sort ebtjue,
si le premier la gagne, il gagne tout I'argent gst au jeu, savoir, 64 pistoles; si I'autre la gagits sont
deux parties a deux parties, et par conséquerd,\@ulent se séparer, il faut qu'ils retirent chadeur
mise, savoir, chacun 32 pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que si le premier gadrei appartient 64; s'il perd, il lui appartienB2.
Donc s'ils veulent ne point hasarder cette partiseeséparer sans la jouer, le premier doit direJe
suis sOr d'avoir 32 pistoles, car la perte mémel@sedonne; mais pour les 32 autres, peut-étre ge le
aurai, peut-étre vous les aurez; le hasard est;dgaltageons donc ces 32 pistoles par la moitiénet
donnez, outre cela, mes 32 qui me sont sisedl aura donc 48 pistoles et l'autre 16."

m Exercice 2

Supposons maintenant que les deux joueurs, quni@nthacun 32 pistoles au jeu, ont convenu de jenef parties.
Posons encore que le jeu doive étre interrompuanant ol le score est de 6 parties a 5.

a) Aumoyen de la méthode décrite par Pascaktefe la répartition des 64 pistoles entre les
deux joueurs.
b)  Entirer une régle générale.

m Reformulation en langage contemporain :
états, transitions, espérance mathématique

Nous utilisons maintenant le langage emprunté processus stochastiques plus particulierement, awhaines de
Markov (1907).

La situation du jeu a un moment donné est représenbn par le score c'est-a-dire les partiesgi#gaées, mais par un
couple dénommétat qui indique le nombre de parties qui restent angagour conclure le jeu. L'étan, n) signifie

il mangquem parties gagnantes au joueur A pour qu'il recavietalité des enjeux et

il manquen parties gagnantes au joueur B pour qu'il recavetalité des enjeux.

Le premier cas particulier exposé par Pascalé&st (1, 2). Représentons légansitions d'un état vers un ou plu-
sieurs autresau moyen d'ugraphe orienté (il ne s'agit pas nécessairement d'un arbre).



Faire les partis des jeux.nb 5

(1,2)

ST
ST

0, 2) (1, 1)

Le graphe précédent se lit comme suipadir de I'état (1,2), on transite
soit vers |'état0, 2) avec la probabilitél,
soit vers |'état1, 1) avec la probabilité%.

Dans chaque état du jeu, le gain que le joueurt Aredroit d'attendre est appe@gpérance mathématique de gain de
A, notéEa(m, n). Dans la situation du texte de Pascal, on a

I'espérance de gain du joueur A dans I'@aP) est de 64 pistoles,

I'espérance de gain du joueur A dans |'@tal) est de 32 pistoles,

I'espérance de gain du joueur A dans |'@aP) est de 48 pistoles,
ce que I'on note

Ea (0,2 ) =64
Ea(1,1) =32
Ea (1,2 ) - 48

On peut superposer cette information au graphdit@lors (voir le graphe ci-dessous)
a partir de I'état(1, 2) dont I'espérance de gain pour A est de 48, on ansiter soit vers
I'état (0, 2) avec la probabilité d%—, soit vers l'étatl, 1) ...

(1, 2)
Ea(1, 2) =48
1 1
2 2
(0, 2) (1,1)
Ea (0, 2) =64 Ea(l, 1)=32

Il n'est pas nécessaire de parler de la part quostile joueur B car ce dernier recoit le resten®ahacun des états, on
a

(espérance de gain & = 64— (espérance de gain @¢
c'est-a-dire

Eg (m n) =64 -Ea (M n)
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On dit que les gains bruts des joueurs A et B destvariables aléatoires Nous pourrions en considérer d'autres
comme

a= gain net du joueur A (c'est-a-dire aprées dédualmia mise),

b = gain net du joueur B,
dont les espérances mathématiques valent respeetive

Ba (M n) =Ea (M n) -32
En (m n) =Eg (M n) -32
= (64-Ea(m n)) -32=32-Exr (M n)
=-Ea (m n)

m Exercice 3

Pascal a raisonné avec des enjeux de 64 pistades. dimerions maintenant établir une formule pkrségale.
Supposons que, si A joue une partie de plus eadaey il recoitr pistoles; par contre, s'il la perd, il re¢sipistoles.
(On suppose > s.)

(1,2)
Ea(l, 2) =7

ST
N =

(0, 2) (1,1)
Ea (0, 2) =r Ea(1, 1)=s

Le jeu ayant été interrompu avant que cette hypioiing partie ait été jouée, combien le joueur A-daiecevoir ?
Exprimez le résultat par une formule algébriqusoets la forme d'une régle verbale.

Indication.Raisonnez comme Pascal :
Combien de pistoles sont assurées ?
Combien sont soumises au hasard du jeu ?

8 3.3 La méthode des patrtis, cas général

Lisons maintenant la suite du texte précédent. Rapp que les joueurs jouent en 3 parties.
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m Lettre de Pascal & Fermat, 1654 (deuxiéme extrait)

"Posons maintenant que le premier ait deux pasigautre point, et ils commencent a jouer unetipar
Le sort de cette partie est tel que, si le prertaegagne, il tire tout l'argent, 64 pistoles; salitre la
gagne, les voila revenus au cas précédent, auguaidmier aura deux parties et l'autre une.

Or, nous avons déja montré qu'en ce cas il appatréeecelui qui a les deux parties, 48 pistoles: da’ils
veulent ne point jouer cette partie, il doit dirmsi: < Si je la gagne, je gagnerai tout, qui est 64 esig
perds, il m'appartiendra Iégitimement 48: donc deximoi les 48 qui me sont certaines au cas méme que
je perde, et partageons les 16 autres par la mogiésqu'il y a autant de hasard que vous les gagni
comme mok> Ainsi il aura 48 et 8, qui sont 56 pistoles.

Posons enfin que le premier n'ait qu'une partiéaettre point. Vous voyez, Monsieur, que, s'ils c@n-
cent une partie nouvelle, le sort en est tel quie premier la gagne, il y aura deux parties amoiet
partant, par le cas précédent, il lui appartient; 56l la perd, ils sont partie a partie: donc ilil appar-
tient 32 pistoles. Donc il doit direxSi vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32Ipstui me sont
s(res, et partageons le reste de 56 par la mdite256 Otez 32, reste 24; partagez donc 24 par ldgiéno
prenez-en 12, et moi 12, qui, avec 32, font44.

m Exercice 4

a) Placez les résultats obtenus par Pascal dgnagdhe suivant:
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(3,3)
Ea(3,3)=

N|

(2,3)

/
N

1 1
2 2

v N

(1,3) (2,2)
Ea(l,3)= Ea(2,2)=
1 1
2 2
(0,3) (1,2)
Ea(0,3)= Ea(1,2)=
1 1
2 2
0, 2) (1, 1)
Ea(0,2)= Ea(l,1)=

b)  Expliguez comment calculer systématiquemespé&eance de gain de tous les états.
c) Ecrivez la formule générale pour calcuga(m, n) en fonction de ses deux successeurs.

84 Christiaan Huygens

La premiére personne a poursuivre avec succesalesuk de Pascal sur les jeux de hasard fut leémstticien et
physicien hollandais Christiaan Huygens. Duramiddaode 1655 - 1657, il généralise la méthode deddau cas ou
les probabilités de transition sont inégalemenarigs. Il est aussi le premier a utiliser le tedhe espérance (Hof-
fnung)>.

"Wenn die Anzahl der Falle, in denen ich die Surarmeehalte, gleichp, und die Anzahl der Félle, in
denen ich die Sumnteerhalte, gleichg ist und ich annehme, dass alle Falle gleich leigimtreten
kénnen, so ist der Werth meiner Hoffnung glef-’%{?qg."

Pour comprendre le texte, prenons un exemple. eurain moment d'un jeu, le joueur A se trouve darstuation
suivante : si, en lancant une fois le dé, il amen&x, alors il gagne 90 Fr, sinon il gagne 12Hygens raisonne
comme sulit:

dans 1 cas, il gagne 90,

dans 5 cas, il gagne 12;
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les 6 cas ensemble totalisent (1-90 + 5-12);
si les 6 cas sont équiprobables, I'espérance dujast

1-90+5-12 190+§12:25

5+1 "6 6

Sous la forme d'un graphe, I'exemple numériquepetsente comme suit

1 5
Z.90 + —.12
6 6

o| -
o] o

90 12

Sous la forme d'un graphe, en notpny les probabilités de transition vers les étatslujusuccedent = 0, q = O,
p+qg=1) eta, bl'espérance de gain des deux états successerggldale Huygens se représente comme suit

pa+qgb

a

En formule,

[EA(M n) =pEa(Mm-1, n) +gEa (M n-1)]

m Exercice 5

Lorsqu'un client fait un achat important, un comgaet lui offre une carte de loterie comportant 42es a gratter. Ces
cases sont distribuées sur 3 lignes de 4 casgsukar doit respecter les régles suivantes.
1. Grattez une case de la premiére ligne. Si tamabez sur la case a 2 Fr, (ilyena 1 surlgs 4)
vous gagnez la somme indiquée et le jeu estmérrliinon, vous pouvez passer au point 2.
2. Grattez une case de la deuxieme ligne. Sitmubez sur une case a 4 Fr, (ilyen a2 sur)les 4
vous gagnez la somme indiquée et le jeu estmérrdiinon, vous pouvez passer au point 3.
3. Grattez une case de la troisieme ligne. Si toubez sur la case a 40 Fr, (ily ena 1 sud)es
vous gagnez la somme indiquée sinon vous gaghez 8
Quelle est la valeur d'une telle carte de loterie ?
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85 Corrigés des exercices

m Corrigé de I'exercice 1

p {en n lancers, le nombre de double six =1}
=1-p {ennlancers, iln’ y a aucun double six
35,\" 1
-1-[3) > 2

La probabilité d'obtenir au moins un double six2drancers d'une paire de dés est inférieu%e:a

1- (E)24 ~ 0.4914

La réponse a la question de M. de Mérénes®t car

1- (351)25 - 0.5055



