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Dans la majorité des livres scolaires, les chapitmsacrés a I'utilisation des taux font intensgéme
appel a des notions voisines. Par exemple, I'é@dadentéréts composés est fondée sur la notion de
valeur acquise. Dans les problemes qui s'y prépenirait-on ne calculer qu'avec des taux ? Com-
ment plusieurs taux se combinent-ils pour formeseul taux global ?

Chemin faisant, nous visiterons des structuresaigées: groupe commutati#,-module a gauche,
espace vectoriel réel et isomorphisme d'espacésnads.

8 1 Le groupe commutatif des taux

m § 1.1 Composition de taux

Si une grandeur positive augmente de 20% puis @e, 38 taux global d'augmentation est
1+0.2((1+0.39 -1=0.56, ce que nous voulons traduire par une loiaeposition en notation
additive 20% & 30% = 5€ %.

Si une grandeur positive subit une variation dauxtégal &1, la grandeur en question devient
nulle. Pour éviter les transitions irréversiblisitons les taux admissibles aux nombres réels

supérieurs a1: T=]-1 oof

Sur cet ensemble, définissons une loi de compasititerne (T, T) — T comme suit
@b -] adb=(0+a(A+b)-1=a+b+a-b|

Puisquel+a > 0 ell+b >0, il S'ensuit quéa @ b) > —1. La< somme> a ® b représente
le taux global qui résulte lorsqu'une grandeurtpasivarie d'un taus, puis d'un tauk.

m 8§ 1.2 Le groupe commutatif des taux
(T, @) est un groupe commutatif. Vérifions d'abord tasativité

@dbeoc=(@+b+abedc=(a+b+ab+c+(@a+b+abjc=a+b+c+ab+ac+bc+abc
adboc)=ad®(b+c+bo=a+b+c+bo+ab+c+bc) =a+b+c+ab+ac+bc+abc

| adbedc=(1d+a(@+b@A+0) -1 |

La composition de taux est commutative: bda=adb
La composition de taux possede un élément neutre0Od a = a

Chaquea € T posséde un oppobée T que nous notonga. En effet,

adb=0 < a+b+ab=0 < a+bl+a)=0 & b=--2

l1+a

—-a
a = —
© 1+a




Questionl Une grandeur positive a augmenté de 60 %. De quel doit-elle ensuite varier
afin qu'elle retrouve sa valeur initiale ?

4 -0.€
Réponsel ©60% = Te = -37.5%

m § 1.3 Résolution d'équations dans le groupe commut  atif des taux

Question2 Une grandeur positive ayant augmenté de 30%, egtde taux d’'une nouvelle
augmentation afin que le taux global soit de 50%.

Réponse Equation dand: 0.3® x=0.t
Ajoutons l'opposé de 0.3 aux deux membreas: 0.5 @ (60.3)
-0

Valeur numériquex = 0.5+ 2% + 0.5 = 0.15384

8§ 2 Le Z-module a gauche des taux

m 8 2.1 Multiplication d'un taux par un entier relat  if

Si une grandeur positive augmente 3 fois consémmnt de 20%, le taux global d'augmentation
est(1+0.2°-1=0.72¢ ce que nous voulons traduire par une loi de caitipn en notation
multiplicative 30 20% = 72.8%.

Selon un procédé algébrique général, tout grouperadatif peut étre regardé comme un module a
gauche sur l'anneau des entiers relatifs. Pouaice, fon définit une multiplication extérieure
ZxT—T, (n, a —» n®acomme Suit.

Pourn positif, n®a représente le taux global qui résulte lorsqunamdeur positive varie fois
du tauxa: nca=adad..d»a (ntermeg = 1+a)" - 1.

Pourn=0, 0Ooa=0=(1+a° - 1.

Pourn négatif, n® a représente le taux global qui résulte lorsquignamdeur positive varie-n)
fois du taux opposéa

noa=(-No(©a = (—”)G(ﬂaa)

_ -n —-n
1+ 2" -1=(2=) -1=+a"-1.

Finalement, quel que soit € Z, | nea=A+a"-1 |

m § 2.2 Le module a gauche des taux sur I'anneau Z

La construction précédente aboutit au modiile®, ©) sur I'annea. En patrticulier, les condi-
tions suivantes sont vérifiees pour touskes Z, n € Z etpourtouslea e T, b € T:
komoa) = k-noa loa=a
k+moa=(koa ® (noa) no@e b)) = (hoa) & (NOb)
e(noa) = (-nNoa



m § 2.3 Résolution d'équations dans le module desta  ux

Question3 Une grandeur positive subit 12 augmentations catis&s de 8%, puis une trei-
zieme de taux inconnu. Le taux global ainsi obtestegal a celui qui résulte de 15 augmentations
de 10%. Quel est le taux de la treizieme augmem&ti

Réponse3 Soitx le taux cherché. Equationl200.089 @ x = 1500.1
Résolution dang: x = (1560.) ¢ (6(1200.08) =(1560.1) & ((-12 ©0.08)
Calcul numériquex = (1.1¥ - 1) + (1.08*?-1) + (1.1%*-1)(1.0812—-1) = 0.65884:

8§ 3 L'espace vectoriel des taux

m § 3.1 Multiplication d'un taux par un nombre réel

Si u est un taux par unité de tempsretle nombre d'unités de temps, alor® u représente le
taux global a 'instanh, ce qui donne aussi un sens au canoaiest pas entier.

Pourn € R etueT, définissons | nOu = (1 +uw)" -1 |

m § 3.2 L'espace vectoriel a gauche des taux surle  corps R

Avec la définition précédent€l, @, ©) est un espace vectoriel a gauche sur le cBrp&n particu
lier, pourn # 0, I'équationn® x = a possede une et une seule solutioa (%) Oa.

m § 3.3 Résolution d'équations dans lI'espace vectori el des taux

Questiond Une grandeur positive a subi 5 augmentations cotisés de 10%. On veut rame-
ner 'augmentation globale a 20% en faisant vdaagrandeur trois fois d'un méme taux. Quel est
ce taux ?

Réponset Equation: 560D & Box) =0.2
Résolution dang: 30x =028 (65060.)) =0.2®((-5 0.1
< multiplions>> les deux membres p%r:
X = (30028 (-5001)=(+002 & (F 00.D)
Calcul numérique:  x = (125 — 1) + (L.1°3 — 1) + (1.25 - 1)(1.1°3 - 1) = —0.093420

8 4 Isomorphisme avec I' < espace des durées >

m § 4.1 Durée d'un placement

Pour ue T et u=+ 0, la solutionne R de Il'équation nGQu=a est
QA+u"-1=a < nInl+u =Inl+a) < = :—2%1%, ce qui nous amene a
In(1+a)
In(1+u)

introduire la famille de fonctiong, : T — R, pu(@ = = logy,,(1+a)




Le taux par unité de tempg étant fixé, ¢ (a) est appeléx durée du placement qui produit le
taux globala > ou < durée du placement pour obtenir le rendeneest.

Pouru € T et u =+ 0, nous avons montré que tout taaxse laisse écrire sous la fornme> u. En
d'autres termegu} est une base de I'espace vectofipblonc T est un espace vectoriel réel de
dimension un.

Question5  En combien d’années un capital, placé a 5% 'atcsdit-il de 75% ?

REpONSE  0050.79 = log, o5(1.75 = % = 11.4698

La durée peut étre négative. Par exemplg4(0.8) = —5.5788. unités de temps, ce qui situe [|'état
< 80% de plus qu'au tempssP dans le passe.

m 8§ 4.2 L'espace vectoriel des taux (T, &, ®) etl'espace vectoriel des durées
(R, +, -) sontisomorphes

En effet, pour toutu € T et u # 0, ¢, est bijective et sa réciproque €sp, : R — T,
[ Tou(y) = A+uw)Y -1 |

De plus, gy(@a® b) = log,, (1 + (@a® b)) =log,,,(1L+a+b+ab) =
lOgl+u((1 +a)(1+b) = lOgl+u(1 +a) + IOgl+u(1 +b) = pu(@) + gu(b)

et py(n®©a) =log, (1+(NOa)=log,, (1+a)" =n-log,, ,(1+a)=n-¢gua)
En particulier, ¢y(0) = 0, pu(u) = 1, pu@OUuU = a

Question6  Si, pour des capitaux placés a un taux annuel daonfiaéit attendren; années pour
obtenir un rendement de 20%retannées pour obtenir un rendement de 30%, queénesat
obtient-on en attendant; + n, années ? Le résultat dépend-il du taux annuel ?

Réponses Par isomorphisme, le taux de rendement est
Tou(M + n2) ="eu(n) & "pu(nz) =30% & 20% = 56%.
Le résultat est indépendant du taux annuel.

Question7 Soit a le taux de rendement correspondant a une dutéendeéee. Si on multiplie
la durée du placement par un facteur regjuel est le nouveau taux de rendement ?

Réponse&/ Par isomorphisme, le taux de rendement est
"ou(n-u@) ="pupuno@)=noa = (1+a" -1.

m § 4.3 Résolution d'équations vectorielles viauni  somorphisme

Au lieu de résoudre une équation vectorielle daasec les opératiorns et®, on peut, au moyen
d'un isomorphisme, la transporter darnd'espace des durées ou la résolution s'effectue avec les
opérations usuelles + et -. Le résultat est ensaiteené dang au moyen de la réciprogue de
I'isomorphisme.



Question8 Une grandeur positive a subi 4 diminutions sucwessile 20%, puis, en cing aug-
mentations d’un méme taux, le taux global est ander80%. Quel est le taux des cing augmenta-
tions ?

Réponse3 Equation dans T: (40(-0.2) & 50x) = 0.2
Choisissons arbitrairement= 1. v1(40(-0.2) & BoX) = ¢1(0.9)

4-01(=0.2) + 5-p1(X) = ¢1(0.3

©1(X) = (¢1(0.3) — 4-91(—0.2)/5 = 0.33324!
X = "1(0.333245 = 2033324 _ 1 = 0.25984.

8 5 Regle de réciprocité et role du taux par unité de temps

nd+a)  NA+0 _ 1 goy | pau) = —L

u(@)- pa(l) = In(l+u) In(1+a) ou(@

En mots: si on intervertit les réles du taux dedement et du taux par unité de temps, alors la
durée correspondante est inversée. Par exempé) sux annuel de 4%, le rendement de 60.1%
est atteint en 12 ans, alors, au taux annuel d&6&0e rendement de 4% est atteint en un mois.

En combinant cette formule avec les propriétésistlanhorphisme, on obtient, pour des ta)xi et
vV non nuls, ¢a(UdV) = pa(U) + @a(v), d'ou

i _ 1, 1
Puev(@ wu@ py(a)
et pa(NOU) = N-pa(u) = 1 - N gou

oneu@  @u@

enou (@ =

pu(a)
n

Question9 Pour qu’un capital croisse d’'un taaxdonné, on sait qu'il faut 13 ans si le taux
annuel est, et 17 ans si le taux annuel es€Combien de temps faut-il si le taux annueluesty ?

Réponsed Soitn le nombre d'années pour obtenir le renderaesul taux annuelu®v.
1 A 1 1A — l l —_ 30 —_ 22] —_
D'apres l'avant-derniere formule encadr%e,_ i3 + 735 = =257- Doncn= =% =7ans 134ours.

Question10 Un capital est placé au taux annuel de 7% pendseitjges années. Quel devrait
étre le taux annuel pour que le méme rendemenbBt@hu en trois fois moins de temps ?

Réponsel0 La derniére formule encadrée donne le taux anB@&lr % = 22.5043%



